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Введение
Актуальность темы исследования. Телекоммуникации в совре-

менном мире являются составной частью практически всех общественных
процессов. Например, очевидна огромная роль телекоммуникаций в раз-
витии мировой экономики и экономики России. В условиях постоянного
роста требований к эффективности устройств, применяемых в системах
передачи и обработки информации, к сокращению сроков исследования и
разработки новых телекоммуникационных систем и сетей [12] актуально
их исследование с помощью построения математических моделей. Случай-
ный характер процессов формирования, обработки и передачи данных обу-
славливает необходимость применения стохастических моделей, в качестве
которых широко используются модели массового обслуживания, представ-
ляющие собой системы и сети массового обслуживания различной конфи-
гурации.

Многие актуальные проблемы, связанные с построением математиче-
ских моделей реальных процессов информационных сетей и обеспечением
их надежности и качества функционирования, формулируются в терминах
теории массового обслуживания. Методы решения, развиваемые в рамках
этой теории, оказываются вполне пригодными для использования в прак-
тических приложениях.

В классической теории массового обслуживания существует не так
много моделей, исследование которых удается выполнить аналитически-
ми методами и получить окончательные результаты в виде формул для
вероятностно-временных характеристик исследуемых систем массового об-
служивания. К таким системам относятся, прежде всего, марковские си-
стемы, процесс изменения состояний которых определяется цепями Мар-
кова, то есть дискретными марковскими процессами. Это также одноли-
нейные полумарковские системы, исследование которых реализуется мето-
дом вложенных цепей Маркова, в частности, с использованием формулы
Поллачека-Хинчина. Также известны формулы Эрланга для N-линейных
систем с произвольным временем обслуживания, процесс изменения состо-
яний которых является немарковским. В этих моделях входящие потоки
определены классом стационарных пуассоновских либо рекуррентных по-
токов.
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В середине XX века на фоне повышенного интереса к теории мас-
сового обслуживания в свет выходит множество публикаций и моногра-
фий, посвященных исследованию систем массового обслуживания с пуас-
соновским входящим потоком [4,9,79,81]. В это время ежегодно публикова-
лось большое количество статей, появились многочисленные монографии
по различным проблемам ТМО. В этой области следует отметить работы
Г. П. Башарина [3,6], П. П. Бочарова и А. В. Печинкина [8,10,74], А. Н. Ду-
дина [21,22], В. А. Ивницкого [29,30], Ю. В. Малинковского [34], М. А. Ма-
талыцкого [41,42], Г. И. Фалина, J. R. Artalejo, J. G. Tempelton [96,112,113],
L. Kleinrock [121], T. Yang [142] и многих других.

Затем интерес к ТМО несколько ослабел. Это было связано с несколь-
кими причинами. С одной стороны, характерной особенностью задач ТМО
является необходимость почти для каждой СМО искать собственные ме-
тоды исследования, а с другой –– большой интерес исследователей к ТМО
привел к тому, что задачи, допускающие простые решения, особенно в вы-
числительном плане, уже были решены. Кроме того, у аналитических ме-
тодов исследования СМО появился серьезный конкурент –– имитационное
моделирование, основы которого были заложены американскими учеными
и изобретателями Джеффри Гордоном и Джеем Форрестером в 1960-х го-
дах [91], основателем же имитационного моделирования в России считается
Н. П. Бусленко [11].

К началу семидесятых годов прошлого века в основном были решены
наиболее интересные математические задачи теории массового обслужи-
вания, связанные с анализом систем, на вход которых поступают пуассо-
новские потоки заявок. В это же время появляются первые сети ЭВМ.
Статистический анализ телекоммуникационных потоков в таких сетях по-
казал существенную неадекватность модели пуассоновского потока реаль-
ному трафику [39,122,135]. Возникшая проблема построения более адекват-
ных моделей потоков привела к созданию математических моделей дважды
стохастических потоков Кокса [4, 33, 126] специальных или коррелирован-
ных потоков [23,60] и методов оценки параметров таких потоков [20,36].

В те же семидесятые годы в ТМО предлагаются и начинают интенсив-
но рассматриваться системы обслуживания, принципиально отличающиеся
от систем с ожиданием и систем с отказами, которые получили название
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RQ-систем (Retrial Queueing Systems) [96,97] или систем с повторными вы-
зовами.

Особенностью протоколов множественного доступа является то, что
на множестве станций не вводится изначальной строгой очередности. Каж-
дая станция после появления у нее готового пакета вправе его передавать
сразу же, как только обнаружит канал свободным. При этом не исключе-
на возможность, что она попадет в конфликт, то есть ее пакет столкнется
с пакетом другой станции. В подобных случаях станция прекращает пе-
редачу и генерирует случайную задержку, после которой вновь пытается
занять канал. Модели, учитывающие интервалы недоступности прибора
(моноканала), когда реализуется этап оповещения о конфликте и прово-
дится комплексное исследование процессов функционирования прибора и
источника повторных вызовов, были рассмотрены А. Н. Дудиным [106,107],
А. А. Назаровым [35,58,59,61], И. И. Хомичковым [92] и др.

Математические методы исследования и моделирования информаци-
онных систем, основанные на теории массового обслуживания и теории
телетрафика, вызывают интерес научного сообщества и в наши дни [1, 2,
13,43,85].

В отличие от вышеперечисленных систем, в системах с неограничен-
ным числом обслуживающих приборов нет очередей и отказов в обслужи-
вании. Такие системы тоже вызывают большой интерес у исследователей
и встречаются во многих научных трудах. Например,в статьях П. П. Боча-
рова и А. В. Печинкина [72, 75], P. Abaev [94], B. D. Auria [98], D. Baum и
L. Breuer [100, 101], J. Bojarovich и L. Marchenko [102], E. A. van Doorn
и A. A Jagers [104], N. G. Duffield [109], C. Fricker и M. R. Jaibi [114],
E. Girlich [115], A. K. Jayawardene и O. Kella [119], M. Parulekar [134] и мно-
гих других. Также можно отметить работы И. Р. Гарайшиной [16], А. В. Зо-
рина [27], К. И. Лившиц [19, 37, 125], М. Г. Носовой [62], М. А. Федотки-
на [90], M. Schwarz [137], посвященные математическому моделированию
транспортных потоков, демографических процессов и процессов измене-
ния численности клиентов пенсионных и некомерческих фондов, торговых
и страховых компаний.

В работах А. В. Печинкина, В. В. Рыкова и Д. В. Ефросинина рас-
сматривается важная для приложений задача анализа многолинейной си-
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стемы массового обслуживания с ненадежными и неоднородными прибо-
рами [24, 73]. Предложены методы расчета стационарного распределения
числа заявок в системе при различных вариантах функционирования си-
стемы.

Статья А. И. Зейфмана [143] посвящена изучению предельных харак-
теристик системы обслуживания с катастрофами в предположении, что ин-
тенсивности катастроф зависят от числа требований в системе. Получены
достаточные условия слабой эргодичности процесса, описывающего число
требований в системе, и соответствующие оценки. В работах Е. В. Моро-
зова [53, 54] развивается метод регенерации для исследования условия су-
ществования стационарности в СМО различной конфигурации. В работах
О. М. Тихоненко [86,87] рассматриваются актуальные задачи проектирова-
ния информационных систем, учитывающих зависимость между объемом
заявки и временем ее обслуживания.

Помимо решения задач, связанных с конкретной практической пробле-
мой, продолжается разработка методов решения задач в некотором клас-
се моделей. Как уже было отмечено, ТМО предлагает достаточно много
различных подходов к решению задач, связанных с марковскими моде-
лями, когда время обслуживания имеет экспоненциальное распределение.
К таким методам относятся метод производящих функций, метод началь-
ных моментов, метод предельной декомпозиции [25,49]. Для исследования
немарковских СМО, то есть систем с непуассоновским входящим потоком и
неэкспоненциальным временем обслуживания, в настоящее время предла-
гается использовать метод динамического просеивания (метод просеянного
потока) и метод выделения первого скачка [44]. В частности, в работе [130]
показано, что для СМО с рекуррентным входящим потоком, неограничен-
ным числом обслуживающих приборов и произвольным временем обслу-
живания в асимптотическом условии высокой интенсивности входящего
потока оба подхода дают одинаковые результаты. Это в некотором смысле
подтверждает правомерность применения любого из этих методов для ана-
лиза таких систем. В итоге, исследователи получают в свое распоряжение
два эквивалентных (в смысле получаемых результатов) инструмента для
работы с немарковскими моделями массового обслуживания с неограни-
ченным числом приборов. Выбор конкретного метода исследования может
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зависеть от предпочтений исследователя, либо ограничиваться возможно-
стью его применения. В частности, пока не удалось успешно применить
метод выделения первого скачка к исследованию систем с входящим МАР
или полумарковским потоком, в то время как метод динамического просе-
ивания позволяет получить необходимые результаты.

Также достаточно широко используется метод, заключающийся в рас-
ширении фазового пространства состояний системы таким образом, что
соответствующий многомерный случайный процесс их изменения во вре-
мени оказывается марковским (метод марковизации) [57, 78, 82, 84]. В тех
случаях, когда не удается провести исследование аналитически, исполь-
зуются асимптотические методы [7, 55, 60, 116] В настоящее время можно
выделить несколько классов предельных условий. Наиболее часто приме-
няемыми являются условие высокой интенсивности входящего потока и
предельное условие большой загрузки систем с ожиданием, реже встреча-
ются предельное условие растущего времени обслуживания, условие боль-
шой задержки заявок в RQ-системах, условие предельно-редких изменений
состояний специальных потоков (MMPP, MAP, SM) [17,56].

Одной из модификаций СМО являются системы с неоднородными
приборами [110, 111, 136], которые применяются для описания процессов
в мультисервисных сетях связи и телекоммуникационных системах. Как
правило, в качестве математических моделей таких процессов используют-
ся системы с непуассоновскими входящими потоками [38,139,140]. Впервые
системы с неординарными пуассоновскими входящими потоками и экспо-
ненциальным временем обслуживания описаны в работах украинских уче-
ных Е. А. Лебедева, А. А. Чечельницкого [93,123,124]. СМО с параллельно
функционирующими блоками можно встретить в статьях Movaghar [129],
Kargahi M. [120], D. G. Down [105], N. Bambos [95], G. Michailidis [99],
И. А. Синяковой [28,48,50,52,83,118,127,128] и многих других [103,117,138].
В этих работах рассматриваются системы параллельного обслуживания
различной конфигурации: однолинейные СМО с конечным и бесконечным
буфером, приоритетным обслуживанием, нетерпеливыми заявками и об-
щим ординарным входящим потоком; СМО с двумя и более блоками об-
служивания с конечным числом приборов и общей конечной очередью.
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В работах Г. П. Башарина, К. Е. Самуйлова, Ю. В. Гайдамака [5, 14,
15, 80] рассматриваются однолинейные модели массового обслуживания,
в том числе и с параллельно функционирующими блоками, для расчета
качества обслуживания в сетях сотовой подвижной связи (ССПС) с прио-
ритетной передачей вызовов, для оценки производительности транзитного
пункта сигнализации, описания процесса «фотонизации» транспортных се-
тей и функционирования SIP-сервера в нормальном и перегруженном ре-
жимах. Но, как правило, в данных работах все заявки в группе являются
однотипными и время их обслуживания одинаково распределено, что не
всегда применимо для описания реальных вычислительных процессов.

Еще одна особенность наиболее часто встречающихся в практике за-
дач заключается в том, что сигналы приходят поодиночке, но они имеют
абсолютно разную природу и соответственно требуют совершенно разного
обслуживания. Такие ситуации моделируются с помощью неоднородных
(гетерогенных) СМО с ординарными входящими потоками разнотипных
заявок. К СМО с разнотипным обслуживанием обращаются в своих рабо-
тах Y. Dudovskaya и O. Yakubovich [108], Wüchner P. [141] и Zeifman A. [143].
Статья P. Wüchner посвящена исследованию СМО с конечным числом раз-
нотипных обслуживающих приборов, которые подвержены случайным по-
ломкам и восстановлениям. Отличием таких моделей является введение
различных параметров обслуживания и различных законов обслуживания
наряду с ненадежностью серверов, которые оказывают существенное вли-
яние на функционирование системы и, таким образом, это играет важную
роль в практическом моделировании компьютерных и коммуникационных
систем. Можно отметить работу A. Zeifman, в которой введена и рассмот-
рена разновидность Эрланговской системы с потерями и групповым обслу-
живанием. Исследования СМО с разнотипными заявками и разнородным
обслуживанием наиболее актуальны в наше время применительно к теле-
коммуникационным системам и вычислительным сетям.

В настоящей диссертационной работе проводится исследование систем
массового обслуживания с разнородным обслуживанием, на вход которых
поступают ординарные специальные потоки разнотипных заявок, а именно
МАР-поток и рекуррентный.
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Цель и задачи исследования. Целью диссертации является постро-
ение и исследование математических моделей неоднородных немарковских
бесконечнолинейных СМО со специальными входящими потоками разно-
типных заявок.

Задачи:
1. Построение математических моделей неоднородных бесконечноли-

нейных (гетерогенных) СМО с входящими МАР- и рекуррентным потока-
ми разнотипных заявок.

2. Нахождение основных вероятностных характеристик числа занятых
приборов каждого типа в рассматриваемых системах методом моментов.

3. Разработка асимптотических методов исследования систем в усло-
вии эквивалентного роста времени обслуживания на приборах различного
типа и предельно редких изменений состояний управляющей МАР-потоком
цепи Маркова.

4. Разработка проблемно-ориентированных программ имитационного
моделирования и численного анализа для оценки области применимости
полученных асимптотических результатов.

Научная новизна результатов, представленных в диссерта-
ции, состоит в следующем:

1. Предложены новые математические модели неоднородных (гетеро-
генных) бесконечнолинейных СМО с различными типами обслуживающих
приборов, позволяющие учитывать неоднородность поступающих заявок,
требующих различного времени обслуживания, что более адекватно опи-
сывает реальные информационные системы.

2. Получены аналитические выражения для основных вероятностных
характеристик числа занятых приборов каждого типа в системах с входя-
щими МАР- и рекуррентным потоками, n типами обслуживающих прибо-
ров и экспоненциальным временем обслуживания. Выявлены корреляцион-
ная связь между компонентами многомерного случайного вектора — числа
занятых приборов каждого типа и факторы, влияющие на ее усиление.

3. Предложено новое асимптотическое условие эквивалентного роста
времени обслуживания на приборах различного типа, применение которого
для исследования систем типа MAP|M(n)|∞ и GI|M(n)|∞ позволило дока-
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зать, что распределение числа занятых приборов в них можно аппрокси-
мировать многомерным гауссовским.

4. Впервые показано, что при условии предельно редких изменений
состояний управляющей МАР-потоком цепи Маркова асимптотическая ха-
рактеристическая функция числа занятых приборов в системе MAP|M(n)|∞
имеет вид взвешенной суммы пуассоновских распределений.

5. Предложена модификация метода просеянного потока, позволяю-
щая, в отличие от существующих подходов, выполнять анализ многомер-
ных процессов в гетерогенных СМО вида MMPP|GI(n)|∞, GI|GI(n)|∞. При-
менение метода позволяет проблему исследования немарковских СМО с
разнотипным обслуживанием (с произвольными функциями распределе-
ния времени обслуживания) свести к задаче анализа многомерного про-
сеянного нестационарного потока, решение которой проводится методом
асимптотического анализа в условии эквивалентного роста времени обслу-
живания на приборах.

Методы исследования. Для исследования рассмотренных моделей
используется метод математического моделирования, аппарат теории ве-
роятностей, теории случайных процессов, теории массового обслуживания,
теории дифференциальных уравнений и информационные технологии.

В качестве методов исследования СМО применяются метод начальных
моментов и модификация метода асимптотического анализа при условии
растущего времени обслуживания требований на приборах. А также мо-
дификация метода асимптотического анализа в условии предельно редких
изменений состояний управляющей цепи Маркова.

Оригинальным авторским методом исследования систем с произволь-
ной функцией распределения времени обслуживания является модифика-
ция многомерного метода просеянного потока.

Обработка результатов имитационного моделирования проводится ме-
тодами математической статистики. Результаты, полученные в работе, име-
ют как теоретическое, так и практическое значения.

Теоретическая и практическая значимость работы. Модели ге-
терогенных СМО позволяют существенно расширить круг решаемых задач
в теории массового обслуживания. Предложеные асимптотическое условие
эквивалентного роста времени обслуживания на приборах разного типа и
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модификация метода многомерного динамического просеивания являются
вкладом в развитие методов, используемых для анализа систем массового
обслуживания.

Системы массового обслуживания с неоднородными приборами акту-
ально использовать в качестве математической модели работы гибридного
канала, с помощью которой можно рассчитать его характеристики произ-
водительности и надежности в работе.

Кроме того, разработан комплекс проблемно-ориентированных про-
грамм имитационного моделирования и численного анализа распределений
для оценки области применимости полученных асимптотических результа-
тов, позволяющий решать ряд практически значимых задач при проекти-
ровании реальных телекоммуникационных систем.

Достоверность полученных результатов подтверждается мате-
матически корректными выводами и доказательствами теорем, представ-
ленными в работе, согласованностью результатов, полученных для разных
моделей, как между собой, так и с известными в теории массового обслу-
живания результатами, а также многочисленными экспериментами с при-
менением имитационного моделирования и численного анализа.

Личное участие автора в получении результатов, изложен-
ных в диссертации. Автор лично участвовал в получении всех резуль-
татов, изложенных в работе, а именно в разработке и применении методов
исследования рассматриваемых моделей, выводе всех формул, доказатель-
стве всех представленных в диссертации теорем, разработке представлен-
ного комплекса проблемно-ориентированных программ и алгоритмов мо-
делирования процессов массового обслуживания, выполнении численного
анализа полученных результатов.

Связь работы с крупным научным проектом. Результаты дис-
сертационной работы были получены в рамках выполнения следующих на-
учных проектов:

– госзадание минобрнауки РФ на проведение научных исследований в
Томском государственном университете на 2012–2013 годы «Разработка и
исследование вероятностных, статистических и логических моделей компо-
нентов интегрированных информационно-телекоммуникационных систем
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обработки, хранения, передачи и защиты информации» № 8.4055.2011, но-
мер госрегистрации 01201261193;

– научно-исследовательская работа в рамках проектной части госу-
дарственного задания в сфере научной деятельности Минобрнауки РФ
№ 1.511.2014/К «Исследование математических моделей информационных
потоков, компьютерных сетей, алгоритмов обработки и передачи данных»
(2014-2016г.).

Публикации. По тематике диссертации опубликовано 16 работ, из
них 2 статьи в журналах, входящих в перечень рецензируемых научных
изданий и рекомендованных Высшей аттестационной комиссией при Ми-
нистерстве образования и науки Российской Федерации для опубликования
основных научных результатов диссертаций:

1. Убонова, Е. Г. Гауссовская аппроксимация для системы
массового обслуживания MMPP/M/∞ с разнотипным обслужи-
ванием / Е. Г. Убонова, Е. В. Панкратова // Известия вузов.
Физика. 2015. — Т. 58, № 11/2. — С. 225–229.

2. Моисеева, С. П. Исследование бесконечнолинейной систе-
мы массового обслуживания с разнотипным обслуживанием и
входящим потоком марковского восстановления / С. П. Моисее-
ва, Е. В. Панкратова, Е. Г. Убонова // Вестник Томского государ-
ственного университета. Управление, вычислительная техника и
информатика. 2016. — № 2 (35). — С. 46–53.

3 статьи в сборниках материалов конференций, индексируемых Web
of Science и Scopus:

1. Pankratova, E. Queueing System MAP|M|∞ with n Types of
Сustomers / E. Pankratova, S. Moiseeva // Information Technologies
and Mathematical Modelling; A. Dudin et al (Eds.). — Springer
International Publishing Switzerland, 2014. — Communications in
Computer and Information Science, vol. 487. — P. 356–366.

2. Pankratova, E. Queueing System with Renewal Arrival Process
and Two Types of Customers / E. Pankratova, S. Moiseeva // Proc.
of the IEEE Int. Congress on Ultra Modern Telecommunications
and Control Systems, ICUMT 2014 (St. Petersburg, October 6–8,
2014). — St. Petersburg: IEEE, 2015. — P. 514–517.



15

3. Pankratova, E. Queueing System GI|GI|∞ with n Types of
Customers / E. Pankratova, S. Moiseeva // Information Technologies
and Mathematical Modelling. Queueing Theory and Applications;
A. Dudin et al (Eds.). — Springer International Publishing Switzerland,
2015. — Communications in Computer and Information Science, vol.
564. — P. 216–225.

Получены 2 свидетельства о регистрации электронного ресурса:
1. Панкратов, И. В. Программное обеспечение �MAP-модель�

[Электронный ресурс] / И. В. Панкратов, Е. В. Панкратова. —
Объединенный фонд электронных ресурсов �Наука и образова-
ние�. — Свид. о рег. № 21261, дата рег.: 20.10.2015 г.

2. Панкратов, И. В. GI-модель [Электронный ресурс] /
И. В. Панкратов, Е. В. Панкратова. — Объединенный фонд элек-
тронных ресурсов �Наука и образование�. — Свид. о рег. № 21262,
дата рег.: 20.10.2015 г.

А также 9 работ опубликованы в материалах Международных и Все-
российских конференций [47,65–71,89].

Апробация работы. Основные положения работы и отдельные ее
вопросы докладывались и обсуждались на следующих научных конферен-
циях:

1. XI Всероссийская научно-практическая конференция c международ-
ным участием «Информационные технологии и математическое моделиро-
вание». Анжеро-Судженск, 2012.

2. Всероссийская конференция с международным участием
«Информационно-телекоммуникационные технологии и математическое мо-
делирование высокотехнологичных систем». Москва, 2013.

3. 17-ая Международная конференция «Распределенные компьютер-
ные и коммуникационные сети: управление, вычисление, связь (DCCN-
2013)». Москва, 2013.

4. XII Всероссийская научно-практическая конференция с междуна-
родным участием имени А. Ф. Терпугова «Информационные технологии и
математическое моделирование (ИТММ–2013)». Анжеро-Судженск, 2013.
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5. X Российская конференция с международным участием «Новые ин-
формационные технологии в исследовании сложных структур». Пос.Катунь
Алтайского края, 2014.

6. 6th International Congress «Ultra Modern Telecommunications and
Control Systems and Workshops (ICUMT)». Санкт-Петербург, 2014.

7. XIII Всероссийская научно-практическая конференция с междуна-
родным участием имени А. Ф. Терпугова «Информационные технологии и
математическое моделирование (ИТММ–2014)». Анжеро-Судженск, 2014.

8. Международная научная конференция, посвященная 80-летию проф.
Г. А. Медведева «Теория вероятностей, случайные процессы, математиче-
ская статистика и приложения». Минск, 2015.

9. XIX Всероссийская научно-практическая конференция «Научное твор-
чество молодежи». Анжеро-Судженск, 2015.

10. 18-ая Международная конференция «Распределенные компьютер-
ные и коммуникационные сети: управление, вычисление, связь (DCCN-
2015)». Москва, 2015.

11. Международная научная конференция «Information Technologies
for Complex System Analysis and Synthesis. The Second International Summer
School». Анапа, 2015.

12. XIV Всероссийская научно-практическая конференция с междуна-
родным участием имени А. Ф. Терпугова «Информационные технологии и
математическое моделирование (ИТММ–2015)». Анжеро-Судженск, 2015.

13. Всероссийская конференция с международным участием
«Информационно-телекоммуникационные технологии и математическое мо-
делирование высокотехнологичных систем». Москва, 2016.
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Глава 1 Исследование неоднородных
бесконечнолинейных систем массового

обслуживания вида MAP|M(n)|∞
В системах с неограниченным числом обслуживающих приборов нет

очередей и отказов в обслуживании. Такие системы рассматриваются в на-
учных статьях П. П. Бочарова и А. В. Печинкина [10], B. D. Auria [98],
D. Baum и L. Breuer [100, 101], E. A. van Doorn и A. A. Jagers [104],
N. G. Duffield [109], C. Fricker и M. R. Jaibi [114], A. K. Jayawardene и
O. Kella [119], M. Parulekar и A. M. Makowski [134] и многих других.

В данной главе исследуются математические модели неоднородных(ге-
терогенных) бесконечнолинейных СМО с входящим MAP-потоком разно-
типных заявок.

Решается задача исследования многомерного случайного процесса, опи-
сывающего число занятых приборов каждого типа в рассматриваемых СМО.
А именно, получены выражения, определяющие начальные моменты иссле-
дуемого процесса, а также проведено исследование систем методом асимп-
тотического анализа в условии эквивалентного роста времени обслужива-
ния на приборах. Доказано, что распределение числа занятых приборов
рассматриваемой системы при заданных асимптотических условиях мож-
но аппроксимировать многомерным гауссовским распределением.

Кроме того, для СМО MAP|M(n)|∞ предложена модификация метода
асимптотического анализа в условии предельно редких изменений состо-
яний входящего МАР-потока, результатом применения которой является
аппроксимация характеристической функции числа занятых приборов си-
стемы в виде суммы пуассоновских распределений.

1.1 Исследование вероятностных
характеристик МАР-потока разнотипных
заявок

Рассмотрим МАР-поток разнотипных заявок (Рисунок 1.1), заданный
управляющей цепью Маркова k(t) с конечным числом состояний K и опре-



18

деляемый матрицей инфинитезимальных характеристик Q и набором неот-
рицательных чисел λk, dνk, ν, k = 1, . . . , K. Заявка потока с вероятностью
pi относится к i-му типу и образует поток заявок i-ого типа. Поставим
задачу нахождения основных вероятностно-временных характеристик n-
мерного немарковского случайного процесса {l1(t), l2(t), . . . , ln(t)}, описы-
вающего число заявок потока каждого типа. Рассмотрим (n + 1)-мерный
случайный марковский процесс {k(t), l1(t), l2(t), . . . , ln(t)}, где k(t) — управ-
ляющая цепь Маркова.

Обозначим
P (k, l1, l2, . . . , ln, t) = P{k(t) = k, l1(t) = l1, l2(t) = l2, . . . , ln(t) = ln} —
вероятность того, что в момент времени t управляющая цепь Маркова на-
ходится в состоянии k, в потоке i-ого типа заявок li (i = 1, . . . , n) .

Рисунок 1.1 — MAP-поток разнотипных заявок

Для распределения вероятностей P (k, l1, l2, . . . , ln, t) запишем систему
дифференциальных уравнений Колмогорова [18]

∂P (k, l1, . . . , ln, t)

∂t
= λk {p1P (k, l1 − 1, . . . , ln, t) + · · ·+ pnP (k, l1, . . . , ln − 1, t)−

− P (k, l1, . . . , ln, t)}+
K∑
ν=1

{(1− dνk)P (ν, l1, . . . , ln, t)+

+ dνk (p1P (ν, l1 − 1, . . . , ln, t) + · · ·+ (1.1)

+pnP (ν, l1, . . . , ln − 1, t))} qνk, k = 1, . . . , K.

Начальные условия определим в виде
P (k, l1, . . . , ln, 0) = P (k, 0, . . . , 0, t) = R(k) (k = 1, . . . , K), где R(k) —
стационарное распределение вероятностей цепи Маркова k(t).
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Введем характеристические функции следующего вида:

H(k, u1, . . . , un, t) =
∞∑
l1=0

· · ·
∞∑
ln=0

eju1l1 × · · · × ejunlnP (k, l1, . . . , ln, t),

где j =
√
−1 — мнимая единица.

Из (1.1) получаем систему дифференциальных уравнений для харак-
теристических функций H(k, u1, . . . , un, t)

∂H(k, u1, . . . , un, t)

∂t
= λk

(
n∑
i=1

pie
juiH(k, u1, . . . , un, t)−H(k, u1, . . . , un, t)

)
+

+
K∑
ν=1

H(ν, u1, . . . , un, t)

[
1 +

(
n∑
i=1

pie
jui − 1

)
dνk

]
qνk, k = 1, . . . , K. (1.2)

Начальные условия:

H(k, 0, . . . , 0, t) = R(k), k = 1, . . . , K,

где R(k) — стационарное распределение вероятностей цепи Маркова k(t).
Обозначим
•H(u1, . . . , un, t) = [H(1, u1, . . . , un, t), . . . , H(K, u1, . . . , un, t)] — вектор-

строка, компонентами которой являются характеристические функции слу-
чайного процесса {k(t), l1(t), ..., ln(t)} для каждого состояния управляющей
цепи Маркова k(t);
• Q — матрица инфинитезимальных характеристик с элементами qνk,

ν = 1, . . . , K, k = 1, . . . , K;
• Λ — диагональная матрица с элементами λk (k = 1, . . . , K) на глав-

ной диагонали;
• A — произведение Адамара матриц D и Q, то есть матрица из эле-

ментов dνkqνk, ν = 1, . . . , K, k = 1, . . . , K;
• B = Λ + A.
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Учитывая введенные обозначения и (1.2), запишем векторно-матричное
уравнение для векторной характеристической функции H(u1, ..., un, t)

∂H(u1, . . . , un, t)

∂t
= H(u1, . . . , un, t)

[
Q + B

(
n∑
i=1

pie
jui − 1

)]
,

H(0, ..., 0, t) = r = [R(1), R(2), . . . , R(K)].

(1.3)

Обозначим fmi(t) = [fmi(1, t), fmi(2, t), . . . , fmi(K, t)], i = 1, . . . , n —
вектор-строка первых моментов (first moment) для заявок потока i-ого ти-
па.

По свойствам характеристической функции:

∂H(u1, . . . , un, t)

∂ui

∣∣∣∣
u1=0,...,un=0

= jfmi(t), i = 1, . . . , n.

Тогда, продифференцировав (1.3) по ui при ui = 0, i = 1, . . . , n,
получим систему линейных неоднородных дифференциальных уравнений
(СЛНДУ)

∂fmi(t)

∂t
= fmi(t)Q + pirB (1.4)

для нахождения вектор-строки первых моментов числа заявок i-ого типа
(i = 1, . . . , n).

Нетрудно показать, что среднее число заявок i-ого типа определяется
как

fmi(t) = piκt, (1.5)

где κ = rBe — интенсивность входящего МАР-потока, а e — единичный
вектор-столбец.

Из свойств характеристической функции:

∂2H(u1, ..., un, t)

∂ui2

∣∣∣∣
u1 = 0, . . . , un = 0

= j2smi(t), i = 1, . . . , n,

где smi(t) = [smi(1, t), smi(2, t), . . . , smi(K, t)] — вектор-строка вторых мо-
ментов (second moment) для потока заявок i-ого типа.
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Продифференцировав (1.3) дважды по ui при ui = 0, i = 1, . . . , n,
получим следующую СЛНДУ:

∂smi(t)

∂t
= smi(t)Q + 2pifmi(t)B + pirB, (1.6)

где fmi(t) — решение системы (1.4).
Общее решение системы (1.4) есть сумма общего решения системы

линейных однородных дифференциальных уравнений (СЛОДУ)

∂fmi(t)

∂t
= fmi(t)Q

и частного решения СЛНДУ (1.4). Общее решение СЛОДУ можно пред-
ставить в следующем виде:

fmi(t) = c exp(tQ), i = 1, . . . , n, (1.7)

где c = (C1, . . . , CK) — произвольная K-мерная вектор-строка.
Рассмотрим частный случай, когда управляющая цепь Маркова k(t)

имеет только два состояния, то есть K = 2 в потоке заявки только двух
типов (n = 2).

Докажем следующее утверждение.

Теорема 1. 1 Среднее число заявок i-ого типа fmi(t), (i = 1, 2) МАР-
потока разнотипных заявок имеет вид

fmi = pirB

∫ t

0

exp((t− x)Q)dxe, (1.8)

где e - единичный вектор-столбец.

Доказательство. Воспользуемся следующим алгоритмом нахожде-
ния вида матричной экспоненты:

• находим собственные значения δi, (i = 1, 2) матрицы Q. Для этого
запишем характеристическое уравнение для СЛОДУ:∣∣∣∣∣ −q12 − δ q12

q21 −q21 − δ

∣∣∣∣∣ = 0,
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откуда δ1 = 0, δ2 = −(q12 + q21);

• вычисляем собственные вектора

v1 =

(
V11

V21

)
=

(
t

t

)
≈

(
1

1

)
,

v2 =

(
V12

V22

)
=

(
q12t

−q21t

)
≈

(
q12

−q21

)
;

(1.9)

• из векторов v1 и v2 составляем невырожденную матрицу

H =

[
1 q12

1 −q21

]
;

• находим нормальную жорданову форму для матрицы Q:

J = H−1QH =

[
0 0

0 −(q12 + q21)

]
;

• составляем матрицу exp(tJ) =

[
e0t 0

0 e−(q12+q21)t

]
;

• вычисляем exp(tQ) = Hexp(tJ)H−1

exp(tQ) =
1

q12 + q21

[
q21 + q12e

−(q12+q21)t q12 − q12e−(q12+q21)t

q21 − q21e−(q12+q21)t q12 + q21e
−(q12+q21)t

]
;

(1.10)

Таким образом, общее решение СЛОДУ имеет вид fmi(t) = c exp(tQ),

(i = 1, 2), где exp(tQ) имеет вид (1.10). Для того чтобы найти частное
решение СЛНДУ, положим c = c(t) = (C1(t), C2(t)). Тогда, учитывая, что
dfmi(t) = dc(t)exp(tQ) + c(t)exp(tQ)Q, (i = 1, 2), система (1.4) примет
вид

dc(t) = pirB(exp(tQ))−1, i = 1, 2.
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Несложно показать, что (exp(tQ))−1 = exp(−tQ). Тогда имеем выра-
жение для вычисления c(t) следующего вида:

c(t) = pirB

∫ t

0

exp(−xQ)dx, i = 1, 2.

Тогда общее решение СЛНДУ (1.4) имеет вид

fmi(t) = pirB

∫ t

0

exp(t− x)Qdx+ c exp(tQ), i = 1, 2,

где c = (C1, C2) определяется из начальных условий fmi(0) = (0, 0), откуда
очевидно, что c = (0, 0).

Таким образом,

fmi(t) = pirB

∫ t

0

exp((t− x)Q)dx, i = 1, 2, (1.11)

где вид exp((t− x)Q) определяется выражением (1.10).
Просуммируем все уравнения системы (1.11) и получим выражение

(1.8) для нахождения среднего числа заявок i-ого (i = 1, 2) типа МАР-
потока разнотипных заявок.

Теорема доказана.
Моменты второго порядка.
Подставив (1.11) в (1.6), можно записать СЛНДУ для начальных мо-

ментов второго порядка для потока заявок i-ого типа (i = 1, 2) МАР-потока
разнотипных заявок:

∂smi(t)

∂t
= smi(t)Q + 2pi

2rB

∫ t

0

exp((t− x)Q)dxB + pirB. (1.12)

По свойствам характеристической функции:

∂2H(u1, ..., un, t)

∂ui∂ug

∣∣∣∣
u1 = 0, . . . , un = 0

= j2cmig(t), i, g = 1, . . . , n,

где cmig(t) = [cmig(1, t), cmig(2, t), . . . , cmig(K, t)] — вектор-строка корре-
ляционных моментов (correlation moment) для потоков заявок i-ого и g-ого
типа.
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Тогда, продифференцировав (1.3) по ui и по ug и положив
u1 = 0, . . . , un = 0, имеем

∂cmig(t)

∂t
= cmig(t)Q + pgfmi(t)B + pifmg(t)B, i, g = 1, . . . , n, (1.13)

Учитывая выражение (1.11), получим следующее дифференциальное
уравнение для корреляционного момента cmig(t) = cmig(t)e в частном слу-
чае, когда в потоке всего два типа заявок:

∂cmig(t)

∂t
=
∂cmig(t)

∂t
e = 2pipgrB

∫ t

0

exp((t− x)Q)dxrBe, i, g = 1, 2,

где e - единичный вектор-столбец.
Таким образом, полученные формулы позволяют найти допредельные

характеристики двумерного немарковского случайного процесса, характе-
ризующего число заявок первого и второго типа в МАР-потоке с разнотип-
ными заявками.

1.2 Исследование неоднородной
бесконечнолинейной СМО с входящим
МАР-потоком и n типами обслуживающих
приборов

1.2.1 Математическая модель

Рассмотрим СМО MAP|M(n)|∞ с n типами неоднородных (в смысле
скорости обслуживания) [24] обслуживающих приборов (Рисунок 1.2), на
вход которой поступает МАР-поток разнотипных заявок.

Дисциплину обслуживания определим следующим образом. Заявки,
поступившие в систему, с вероятностью pi (i = 1, . . . , n) обслуживаются в
течение случайного времени, распределенного по экспоненциальному зако-
ну с параметром µi (i = 1, . . . , n), соответствующим типу заявки. Вероят-

ности pi удовлетворяют условию нормировки
n∑
i=1

pi = 1.
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Рисунок 1.2 — СМО MAP|M(n)|∞ с разнотипным обслуживанием

Поставим задачу исследования n-мерного случайного процесса
{l1(t), . . . , ln(t)}, где li(t) — число занятых приборов i-ого типа в систе-
ме в момент времени t. Очевидно, что исследуемый случайный процесс не
является марковским.

Воспользуемся методом "внешнего"марковизирования [16,22,32,44,78],
который заключается во введении дополнительных переменных таким об-
разом, чтобы исследуемый многомерный случайный процесс стал марков-
ским.

Для систем с входящим МАР-потоком будем рассматривать (n + 1)-
мерный марковский случайный процесс {k(t), l1(t), . . . , ln(t)}, где
k(t) = 1, . . . , K — состояния управляющей потоком цепи Маркова.

Определим совместное распределение вероятностей
P (k, l1, . . . , ln, t) = P{k(t) = k, l1(t) = l1, . . . , ln(t) = ln}, k = 1, . . . , K,

li = 0, . . . , n, i = 1, . . . , n и запишем для него систему дифференциальных
уравнений Колмогорова

∂P (k, l1, . . . , ln, t)

∂t
=

(
−λk −

n∑
i=1

liµi

)
P (k, l1, . . . , ln, t)+

+P (k, l1 − 1, . . . , ln, t)λkp1 + · · ·+ P (k, l1, . . . , ln − 1, t)λkpn+ (1.14)

+P (k, l1 + 1, . . . , ln, t)(l1 + 1)µ1 + · · ·+ P (k, l1, . . . , ln + 1, t)(ln + 1)µn+

+
K∑
ν=1

{(1− dνk)P (ν, l1, . . . , ln, t) + dνk (p1P (ν, l1 − 1, . . . , ln, t)+ . . .

+ pnP (ν, l1, . . . , ln − 1, t))} qνk, k = 1, . . . , K, li = 0, 1, . . . .
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Начальные условия определим в виде

P (k, l1, . . . , ln, 0) = r(k), k = 1, . . . , K. (1.15)

Решение системы (1.14) будем искать при стационарном режиме функ-
ционирования рассматриваемой системы. Обозначим
lim
t→∞

P (k, l1, . . . , ln, t) = Π(k, l1, . . . , ln), k = 1, . . . , K.

Введем частичные характеристические функции вида

H(k, u1, . . . , un) =
∞∑
l1=0

· · ·
∞∑
ln=0

eju1l1 × · · · × ejunlnΠ(k, l1, . . . , ln),

k = 1, . . . , K, j =
√
−1.

(1.16)

Тогда система (1.14) для характеристической функции будет иметь
вид

n∑
i=1

µij(e
−jui − 1)

∂H(k, u1, . . . , un)

∂ui
= λk

(
n∑
i=1

pie
jui − 1

)
H(k, u1, . . . , un)+

+
K∑
ν=1

H(ν, u1, . . . , un)

[
1 +

(
n∑
i=1

pie
jui − 1

)
dνk

]
qνk. (1.17)

Начальные условия (1.15) примут вид

H(k, 0, . . . , 0) = r(k), k = 1, . . . , K.

Обозначим
• r = [r(1), . . . , r(K)] — вектор стационарного распределения веро-

ятностей управляющей цепи Маркова, определяемый системой линейных
уравнений {

rQ = 0,

re = 1,
(1.18)

где e — единичный вектор-столбец;
•D — матрица с элементами dνk, где dνk (ν 6= k) — вероятности наступ-

ления событий в момент изменения состояния управляющей цепи Маркова,
dkk = 0, ν, k = 1, . . . , K;
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• Λ — диагональная матрица с элементами λk (k = 1, . . . , K) на глав-
ной диагонали;
• A — произведение Адамара матриц D и Q, то есть матрица из эле-

ментов dνkqνk, ν = 1, . . . , K, k = 1, . . . , K;
• B = Λ + A;

•H(u1, . . . , un) = [H(1, u1, . . . , un), . . . , H(K, u1, . . . , un)] — вектор-строка,
компонентами которой являются частичные характеристические функции
вида (1.16).

Тогда векторно-матричное уравнение для H(u1, . . . , un) примет вид

n∑
i=1

µij(e
−jui−1)

∂H(u1, . . . , un)

∂ui
= H(u1, . . . , un)

[
Q +

(
n∑
i=1

pie
jui − 1

)
B

]
,

H(0, . . . , 0) = r. (1.19)

Векторно-матричное уравнение (1.19) является основным для даль-
нейших исследований.

1.2.2 Вероятностные характеристики числа занятых

приборов в системе MAP|M(n)|∞

Поставим задачу нахождения точных вероятностных характеристик
числа занятых приборов в рассматриваемой системе.

Теорема 1. 2 Для начальных моментов числа занятых приборов каж-
дого типа при стационарном функционировании неоднородной системы
MAP |M (n)|∞ верны следующие утверждения:

Утверждение 1.
Среднее значение числа занятых приборов i-ого типа fmi (i = 1, . . . , n)

в неоднородной системе MAP |M (n)|∞ имеет вид

fmi =
pi
µi

rBe, (1.20)

где e —единичный вектор-столбец.
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Утверждение 2.
Начальный момент второго порядка числа занятых приборов i-ого

типа smi (i = 1, . . . , n) в неоднородной системе MAP |M (n)|∞ имеет вид

smi = pirB
{

I + [µiI−Q]−1 [µiI + 2piB]
}
{2µiI−Q}−1 e, (1.21)

где I — единичная матрица.
Утверждение 3.
Корреляционный момент cmig числа занятых приборов типа i и g

(i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g) в неоднородной системе MAP |M (n)|∞
имеет вид

cmig = (pgfmi + pifmg)B [(µi + µg)I−Q]−1 e, (1.22)

где fmi = pirB[µiI−Q]−1.

Доказательство.
Начальные моменты первого порядка
Из свойств характеристической функции

∂H(k, u1, . . . , un)

∂ui

∣∣∣∣
u1=0,...,un=0

= jfmi(k), i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , K.

Обозначим fmi = [fmi(1), . . . , fmi(K)] — вектор-строка условных ма-
тематических ожиданий числа занятых приборов i-ого типа (i = 1, . . . , n).

Тогда среднее число занятых приборов каждого типа в рассматривае-
мой системе определяется следующим образом:

fmi =
K∑
k=1

fmi(k) = fmie, i = 1, . . . , n. (1.23)

Продифференцируем уравнение (1.19) по переменной ui, положим
u1 = 0, . . . , un = 0 и получим систему линейных уравнений для нахож-
дения вектор-строки fmi

µifmi = fmiQ + pirB,
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решение которого имеет вид

fmi = pirB[µiI−Q]−1, (1.24)

где I — единичная матрица размерности K ×K.
Просуммируем все уравнения (1.24) и получим выражение для средне-

го числа занятых приборов каждого типа fmi (i = 1, . . . , n) в гетерогенной
системе MAP|M(n)|∞, которое совпадает с (1.20).

Начальный момент второго порядка
Из свойств характеристической функции:

∂2H(k, u1, . . . , un)

∂u2i

∣∣∣∣
u1=0,...,un=0

= j2smi(k), i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , K.

Обозначим smi = [smi(1), . . . , smi(K)] — вектор-строка условных на-
чальныx моментов второго порядка занятых приборов i-ого типа
(i = 1, . . . , n).

Тогда начальный момент второго порядка занятых приборов каждого
типа в рассматриваемой системе определяется следующим образом:

smi =
K∑
k=1

smi(k) = smie, i = 1, . . . , n. (1.25)

Дважды продифференцируем уравнение (1.19) по переменной ui, по-
ложим u1 = 0, . . . , un = 0 и получим систему линейных уравнений для
нахождения вектор-строки smi

smi(2µiI−Q) = fmi(µiI + 2piB) + pirB, i = 1, . . . , n.

Учитывая (1.24), запишем выражение для нахождения вектор-строки
smi

smi = pirB
{
I + [µiI−Q]−1[µiI + 2piB]

}
(2µiI−Q)−1.

Просуммировав все уравнения системы, получим выражение (1.21).
Корреляционный момент
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Из свойств характеристической функции:

∂2H(k, u1, . . . , un)

∂ui∂ug

∣∣∣∣
u1=0,...,un=0

= j2M{lilg} = j2cmig(k),

i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g, k = 1, . . . , K.

Обозначим cmig = [cmig(1), . . . , cmig(K)] — вектор-строка корреляци-
онных моментов числа занятых приборов i-ого и g-ого типа, тогда

cmig = cmige =
K∑
k=1

cmig(k),

i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g.

Продифференцировав (1.17) по переменной ui, i = 1, . . . , n, а затем по
ug, g = 1, . . . , n, g 6= i и положив u1 = 0, . . . , un = 0, получим следующее
выражение для вектор-строки корреляционных моментов cmig:

cmig = (pgfmi + pifmg)B [(µi + µg)I−Q]−1 . (1.26)

Тогда
cmig = (pgfmi + pifmg)B [(µi + µg)I−Q]−1 e.

Теорема доказана.
Для анализа зависимости между компонентами вектора {l1(t), · · · , ln(t)}

запишем выражение для коэффициента корреляции

rig =
covig√
V ariV arg

=
cmig − fmifmg√

V ariV arg
,

i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g,

где V ari — дисперсия числа занятых приборов типа i, i = 1, . . . , n.
На численных примерах продемонстрируем влияние исходных пара-

метров системы на значение коэффициента корреляции rig.
Пример 1.1
Рассмотрим СМО вида MAP|M(2)|∞ с двумя типами обслуживающих

приборов.
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Зададим следующие значения параметров, определяющие входящий
МАР-поток:

Λ =

(
1 0

0 10

)
, Q =

(
−0, 3 0, 3

0, 5 −0, 5

)
, D =

(
0 0, 2

0, 1 0

)
. (1.27)

Положим p1 = 0, 4, p2 = 0, 6 — вероятности, определяющие тип заявки
входящего МАР-потока.

µ1 = 1, µ2 = 2 — параметры экспоненциального времени обслужива-
ния на приборах первого и второго типа соответственно.

Используя результаты теоремы 1.2, находим основные вероятностные
характеристики исследуемого процесса (Таблица 1.1).

Таблица 1.1 – Основные вероятностные характеристики случайного процесса
{l1(t), l2(t)} числа занятых приборов в системе MAP|M(2)|∞

fm1 fm2 sm1 sm2 Dl1 Dl2 cm12 r12

1, 772 2, 659 6, 613 13, 55 3, 471 6, 481 7, 261 0, 537

Многочисленные численные эксперименты выявили, что на зависи-
мость между компонентами двумерного случайного процесса {l1(t), l2(t)}
влияют следующие параметры системы:

1) изменение условных интенсивностей входящего МАР-потока (Таб-
лица 1.2);

2) изменение соотношения между параметрами обслуживания (Табли-
ца 1.3);

3) изменение соотношения вероятностей p1 и p2 (Таблица 1.4).

Таблица 1.2 – Зависимость коэффициента корреляции r12 систмы MAP|M(2)|∞ от
разности интенсивностей входящего потока

rBe 1, 431 4, 431 38, 181 375, 681

r12 0, 045 0, 537 0, 941 0, 994
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Таблица 1.3 – Зависимость коэффициента корреляции r12 системы MAP |M (2)|∞
от отношения параметров обслуживания

µ2/µ1 1 0, 1 0, 01 0, 001

r12 0, 537 0, 367 0, 131 0, 042

Таблица 1.4 – Зависимость коэффициента корреляции r12 системы MAP|M(2)|∞
от соотношения вероятностей p1 и p2

p2/p1 1 9 99 999

r12 0, 545 0, 363 0, 128 0, 041

Исходя из приведенных таблиц, можно сделать следующие выводы.
Вывод 1: чем выше интенсивность входящего потока, тем больше за-

висимость между компонентами двумерного процесса {l1(t), l2(t)};
Вывод 2: зависимость между числом занятых приборов каждого ти-

па в системе обратно пропорциональна соотношению между параметрами
обслуживания на приборах;

Вывод 3: c увеличением соотношения вероятностей p1 и p2 коэффциент
корреляции r12 уменьшается.

Имитационное моделирование рассматриваемой системы [63, 64] поз-
волило сделать предположение о том, что при µi → 0, (i = 1, . . . , n) или
при λk → ∞, (k = 1, . . . , K) распределение вероятностей числа занятых
приборов каждого типа будет иметь вид гауссовского распределения (Ри-
сунок 1.3). Поэтому дальнейшее исследование будем проводить методом
асимптотического анализа в условии эквивалентного роста времени обслу-
живания на приборах каждого типа (µi → 0, i = 1, . . . , n).
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a) b)
Рисунок 1.3 — Распределение вероятностей числа занятых приборов
системы MAP|M(2)|∞, полученное с помощью имитационного
моделирования

1.2.3 Построение гауссовской аппроксимации числа

занятых приборов методом асимптотического

анализа в условии растущего времени

обслуживания

Асимптотическое условие эквивалентного роста времени обслужива-
ния на приборах разного типа гетерогенной СМО определим в следующем
виде:

µi = qiµ, µ→ 0,

(
1

µi
→∞

)
, i = 1, . . . , n. (1.28)

Теорема 1. 3 Стационарное распределение вероятностей числа занятых
приборов в неоднородной системе MAP|M(n)|∞ при условии эквивалент-
ного роста времени обслуживания на приборах можно аппроксимировать
многомерным гауссовским распределением с параметрами:

aT = [κ p1
µ1
, . . . ,κ pn

µn
] — вектор математических ожиданий числа за-

нятых приборов,
K = [Kis], i, s = 1, . . . , n, где Kii = κpi+κ2p

2
i

µi
— дисперсия числа заня-

тых приборов i-ого типа, Kis = κ2pips
µi+µs

, i 6= s — ковариационные моменты
числа занятых приборов, где κ2 = fBe, вектор f является решением урав-
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нения
fQ + r [B− κI] = 0,

fe = 0.
(1.29)

Доказательство. Для доказательства теоремы сформулируем и до-
кажем вспомогательное утверждение.

Лемма 1. 1 Асимптотическая характеристическая функция первого по-
рядка числа занятых приборов неоднородной системы MAP|M(n)|∞ при
условии эквивалентного роста времени обслуживания имеет вид

h1(u1, . . . , un) = exp

{
jκ

n∑
i=1

pi
µi
ui

}
. (1.30)

Доказательство.
Обозначим

µi = qiε, ui = εqixi, i = 1, . . . , n,

H(u1, u2, . . . , un) = F1(x1, x2, . . . , xn, ε). (1.31)

Учитывая (1.31), (1.19) можно переписать в виде

n∑
i=1

jqi
(
e−jqixiε − 1

) ∂F1(x1, . . . , xn, ε)

∂xi
=

= F1(x1, . . . , xn, ε)

[
Q +

(
n∑
i=1

pie
jqixiε − 1

)
B

]
.

(1.32)

Если устремить ε→ 0 в (1.32), то получим, что

F1(x1, . . . , xn)Q = 0, (1.33)

где
F1(x1, . . . , xn) = lim

ε→0
F1(x1, . . . , xn, ε).

Так как rQ = 0, то будем искать функцию F1(x1, . . . , xn) в виде

F1(x1, . . . , xn) = rΦ1(x1, . . . , xn), (1.34)
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где Φ1(x1, . . . , xn) — искомая скалярная функция.
Просуммируем все уравнения (1.32), домножив обе части на единич-

ный вектор-столбец e,

n∑
i=1

j
(
e−jqixiε − 1

) ∂F1(x1, . . . , xn, ε)

∂xi
e =

= F1(x1, . . . , xn, ε)

(
n∑
i=1

pie
jqixiε − 1

)
Be.

(1.35)

Разложим в уравнении (1.35) экспоненты в ряд Тейлора

n∑
i=1

qixiε
∂F1(x1, . . . , xn, ε)

∂xi
e =

= F1(x1, . . . , xn, ε)
n∑
i=1

pijqixiεBe +O(ε2),

тогда, подставив в полученное уравнение вектор-функцию F1(x1, . . . , xn) в
виде (1.34) и устремив ε→ 0, получим

n∑
i=1

xi
∂Φ1(x1, . . . , xn)

∂xi
= Φ1(x1, . . . , xn)rBej

n∑
i=1

pixi. (1.36)

Обозначим κ = rBe и получим дифференциальное уравнение в част-
ных производных первого порядка для функции Φ1(x1, . . . , xn)

n∑
i=1

xi
∂Φ1(x1, . . . , xn)

∂xl
= Φ1(x1, . . . , xn)jκ

n∑
i=1

pixi.

Учитывая начальные условия Φ1(0, . . . , 0) = 1, получим выражение:

Φ1(x1, . . . , xn) = exp

{
jκ

n∑
i=1

pixi

}
. (1.37)

Таким образом,

F1(x1, . . . , xn) = r exp

{
jκ

n∑
i=1

pixi

}
. (1.38)
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Учитывая (1.34), (1.38) и замены (1.31) можно записать асимптотиче-
ское равенство

H(u1, . . . , un) = F1(x1, . . . , xn, ε) ≈ r exp

{
jκ

n∑
i=1

pixi

}
, (1.39)

откуда, обозначив

h1(u1, . . . , un) = Me
j

n∑
i=1

uili(t)
= H(u1, . . . , un)e,

получим утверждение леммы 1.1.
Лемма доказана.

Замечание 1 Асимптотическая характеристическая функция первого
порядка числа занятых приборов i-ого типа (i = 1, . . . , n) для системы
MAP |M (n)|∞ с n типами обслуживающих приборов при условии эквива-
лентного роста времени обслуживания имеет вид

h1
(i)(ui) = Mejuili(t) = h1(0, . . . , ui, . . . , 0) = exp

{
jκpi

ui
µi

}
. (1.40)

Перейдем к построению гауссовской аппроксимации числа занятых
приборов.

Асимптотика второго порядка
Представим функцию H(u1, . . . , un) в виде

H(u1, . . . , un) = H2(u1, . . . , un) exp

{
jκ

n∑
i=1

pi
ui
µi

}
, (1.41)

подставив который в (1.19), получим матричное уравнение для H2(u1, . . . , un)

n∑
i=1

µij(e
−jui − 1)

∂H2(u1, . . . , un)

∂ui
=

= H2(u1, . . . , un)

[
Q +

(
n∑
i=1

pie
jui − 1

)
B + κ

n∑
i=1

pi(e
−jui − 1)I

]
.

(1.42)
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Выполним в (1.42) следующие замены:

µi = qiε
2, ui = εqixi, i = 1, . . . , n, (1.43)

H2(u1, . . . , un) = F2(x1, . . . , xn, ε),

в результате которых получим выражение

n∑
i=1

jεqi(e
−jεqixi − 1)

∂F2(x1, . . . , xn, ε)

∂xi
= (1.44)

= F2(x1, . . . , xn, ε)

[
Q +

(
n∑
i=1

pie
jεqixi − 1

)
B + κ

n∑
i=1

pi
(
e−jεqixi − 1

)
I

]
.

Будем искать решение сиcтемы (1.44) в виде

F2(x1, . . . , xn, ε) = Φ2(x1, . . . , xn)

{
r + jε

n∑
i=1

piqixif

}
+O(ε2). (1.45)

Подставив (1.45) в (1.44), получим следующее выражение:

n∑
i=1

jεqi
(
e−jεqixi − 1

) [∂Φ2(x1, . . . , xn)

∂xi

(
r + jε

n∑
s=1

psqsxsf

)
+

+Φ2(x1, . . . , xn)jε] = Φ2(x1, . . . , xn)

[
r + jε

n∑
i=1

piqixif

]
×

×

[
Q +

(
n∑
i=1

pie
jεqixi − 1

)
B + κ

n∑
i=1

pi
(
e−jεqixi − 1

)
I

]
+O(ε2),

тогда, принимая во внимание, что rQ = 0, можно получить следующую
систему уравнений для векторов f при ε→ 0:

fQ + r [B− κI] = 0,

fe = 0,

совпадающую с системой (1.29).
Для нахождения вида функции Φ2(x1, . . . , xn) просуммируем все урав-

нения системы (1.44) и разложим все входящие в него экспоненты в ряд
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Тейлора. Тогда получим следующее выражение:

ε2
n∑
i=1

qixi
∂F2(x1, . . . , xn, ε)

∂xi
e =

= F2(x1, . . . , xn, ε)

{
jε

n∑
i=1

piqixi [B− κI] e+

+(jε2)
n∑
i=1

pi
(qixi)

2

2
[B + κI] e

}
+O(ε3).

Подставим разложение (1.45) в полученное выражение

ε2
n∑
i=1

qixi
∂Φ2(x1, . . . , xn)

∂xi
re = Φ2(x1, . . . , xn)jε

n∑
i=1

piqixir[B− κI]e+

+Φ2(x1, . . . , xn)(jε)
2

{
n∑
i=1

pi
(qixi)

2

2
r[B + κI]e+ (1.46)

+
n∑
i=1

n∑
s=1

piqixipsxsqsfBe

}
+O(ε3).

Так как rBe = κ, то r[B− κI]e = 0, а r[B + κI]e = 2κ.

Разделим обе части уравнения (1.46) на ε2 и устремим ε → 0. В ре-
зультате, учитывая, что re = 1, получим дифференциальное уравнение в
частных производных первого порядка

n∑
i=1

qixi
∂Φ2(x1, . . . , xn)

∂xi
= (1.47)

= Φ2(x1, . . . , xn)j
2

{
κ

n∑
i=1

pi(qixi)
2 +

n∑
i=1

n∑
s=1

piqixipsqsxsfBe

}
.

Решением дифференциального уравнения (1.47), удовлетворяющим на-
чальному условию Φ2(0, ..., 0) = 1, является функция Φ2(x1, ..., xn) вида

Φ2(x1, ..., xn) = exp

{
κ

n∑
i=1

piqi
(jxi)

2

2
+

n∑
i=1

n∑
s=1

pips
jxijxs
qi + qs

fBe

}
. (1.48)
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Так как имеет место следующее приближенное равенство
H2(u1, . . . , un) = F2(x1, . . . , xn, ε) ≈ F2(x1, . . . , xn) = rΦ2(x1, . . . , xn) то,
учитывая замены (1.43), можно записать выражение для вектор-функции
H2(u1, ..., un)

H2(u1, . . . , un) = r exp

{
κ

n∑
i=1

pi
(jui)

2

2µi
+

n∑
i=1

n∑
s=1

pips
juijus
µi + µs

fBe

}
.

Откуда, учитывая вид функции H(u1, ..., un) (1.41), получим

H(u1, . . . , un) = r exp

{
jκ

n∑
i=1

pi
ui
µi

+ κ
n∑
i=1

pi
(jui)

2

2µi
+

+
n∑
i=1

n∑
s=1

pips
juijus
µi + µs

fBe

}
.

Домножив обе части полученного выражения на вектор-столбец e, по-
лучим вид асимптотической характеристической функции второго порядка
числа занятых приборов в системе MAP|M(n)|∞

h2(u1, . . . , un) = Me
j

n∑
i=1

uili(t)
= H(u1, . . . , un)e = (1.49)

= exp

{
jκ

n∑
i=1

pi
ui
µi

+ κ
n∑
i=1

pi
(jui)

2

2µi
+

n∑
i=1

n∑
s=1

pips
juijus
µi + µs

fBe

}
,

из которого следует утверждение теоремы.
Теорема доказана.
Пример 1.2
Воспользуемся уже заданными в параграфе 1.2.2 значениями парамет-

ров (4.2), определяющими входящий МАР-поток с двумя состояниями:

Λ =

1 0

0 10

 , Q =

−0, 3 0, 3

0, 5 −0, 5

 , D =

 0 0, 2

0, 1 0

 .
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Положим p1 = 0, 4, p2 = 0, 6 — вероятности, определяющие тип заявки
входящего МАР-потока.

Таким образом, интенсивность входящего потока будет равна
κ = rBe = 4, 431. Для определения области применимости гауссовской
аппроксимации сравним характеристики числа занятых приборов каждого
типа, полученные с помощью метода асимптотического анализа в условии
эквивалентно растущего времени обслуживания на приборах, и допредель-
ные характеристики, полученные в разделе 1.2.2.

Положим время обслуживания на приборах разного типа µ1 = ε,

µ2 = 2ε. Результаты сравнения асимптотических и допредельных значений
дисперсий числа занятых приборов разного типа приведены в
Таблице 1.5.

Таблица 1.5 – Сравнение допредельных и асимптотических значений дисперсии
для системы MAP|M(2)|∞ с разнотипным обслуживанием

ε V ar1 V aras1 = K11 V ar2 V aras2 = K22

1 3, 471 5, 595 2, 558 5, 629

0, 5 8, 249 11, 189 6, 481 11, 259

0, 1 51, 7 55, 947 47, 693 56, 293

0, 01 554, 747 559, 465 552, 442 562, 93

В качестве меры близости асимптотических результатов к допредель-
ным определим величину относительной погрешности в следующем виде:

∆i =

∣∣∣∣V ari − V arasiV ari

∣∣∣∣, (1.50)

где V ari — точное значение дисперсии числа занятых приборов i-ого типа
в системе MAP|M(n)|∞ с разнотипным обслуживанием, а V arasi — асимпто-
тическое. Зависимость величины относительной погрешности от значений
ε отображена в Таблице 1.6.
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Таблица 1.6 – Сравнение значений относительной погрешности для системы
MAP|M(2)|∞ с разнотипным обслуживанием

ε ∆1 ∆2

1 0, 612 1, 201

0, 5 0, 356 0, 737

0, 1 0, 082 0, 18

0, 01 8, 506 ∗ 10−3 0, 019

Можно сделать вывод о том, что при ε = 0, 01 погрешность составляет
менее 3%, что является приемлемым для практического применения.

Пример 1.3
Рассмотрим СМОMAP|M(2)|∞, на вход которой поступает МАР-поток

заявок, управляемый цепью Маркова с тремя сосотояниями.
Зададим следующие параметры входящего потока:

Λ =


1 0 0

0 12 0

0 0 2

 , Q =


−11 5 6

0, 5 −1 0, 5

2, 5 2, 5 −5

 , D =


0 0, 2 0, 5

0, 1 0 0

0, 9 0, 6 0

 .

Положим p1 = 0, 4, p2 = 0, 6 — вероятности, определяющие тип заявки
входящего МАР-потока.

µ1 = ε, µ2 = 2ε — параметры экспоненциального времени обслужива-
ния на приборах первого и второго типа соответственно.

В Таблице 1.7 приведены допредельные и асимптотические значения
основных характеристик СМО MAP|M(2)|∞ при различных значениях ε.
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Таблица 1.7 – Сравнение допредельных и асимптотических значения основных
характеристик СМО MAP|M(2)|∞

ε aT K aTas Kas

1 [4, 143 3, 107]

 4, 6 0, 457

0, 457 3, 621

 [4, 143 3, 107]

4, 508 0, 335

0, 335 3, 45


0, 5 [8, 285 6, 214]

9, 199 0, 914

0, 914 7, 242

 [8, 285 6, 214]

9, 098 0, 772

0, 772 7, 037


0, 1 [41, 426 31, 069]

45, 995 4, 569

4, 569 36, 21

 [41, 426 31, 069]

45, 884 4, 406

4, 406 35, 966



Аналогично примеру 1.2 будем оценивать величину относительной по-
грешности в виде (1.50). Зависимость величины относительной погрешно-
сти от значений ε отображена в Таблице 1.8.

Таблица 1.8 – Сравнение значений относительной погрешности для системы
MAP|M(2)|∞ с разнотипным обслуживанием при K = 3

ε ∆1 ∆2

1 0, 020 0, 038

0, 5 0, 011 0, 023

0, 1 0,002 0,005

Из Таблицы 1.8 видно, что уже при ε = 0, 5 величина относительной
погрешности не превосходит 3%, что мы считаем очень хорошим результа-
том с точки зрения эффективности применения метода асимптотического
анализа.
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1.2.4 Модификация метода асимптотического

анализа в условии предельно редких изменений

состояний управляющей входящим МАР-потоком

цепи Маркова

Имитационное моделирование рассматриваемой системы MAP|M(n)|∞
позволило выявить многомодальность распределения вероятностей числа
занятых приборов в случае, когда управляющая цепь Маркова редко ме-
няет свои состояния (Рисунок 1.4.)

Рисунок 1.4 — Распределение вероятностей числа занятых приборов
системы MAP|M(2)|∞ при редких изменениях состояний
управляющей цепи Маркова

Поэтому в работе предлагается исследование СМО MAP|M(n)|∞ при
асимптотическом условии предельно редких изменений состояний (ПРИС)
управляющей МАР-потоком цепи Маркова.

Дадим математическое описание этого условия.
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Значения инфинитезимальных характеристик qkk определяют средние
времена пребывания МАР-потока в k-х состояниях k = 1, . . . , K.

Пусть ε — некоторый малый положительный параметр.
Условием предельно редких изменений состояний входящего МАР-

потока будем называть равенства

q
(1)
νk = εqνk, ε→ 0, ν = 1, . . . , K, k = 1, . . . , K, (1.51)

определяющие достаточно малые значения инфинитезимальных характе-
ристик, что влечет достаточно редкие изменения состояний потока.

Теорема 1. 4 Асимптотическая характеристическая функция многомер-
ного процесса {l1(t), · · · , ln(t)} — числа занятых приборов разного типа в
системе MAP |M (n)|∞ в условии предельно редких изменений состояний
входящего МАР-потока имеет вид

h1(u1, ..., un) =
K∑
k=1

r(k) exp

{
λk

n∑
i=1

pi
µi

(
ejui − 1

)}
. (1.52)

Доказательство. Учитывая (1.51), систему (1.17) перепишем в
виде

n∑
i=1

µij(e
−jui − 1)

∂H(k, u1, . . . , un)

∂ui
= λk

(
n∑
i=1

pie
jui − 1

)
H(k, u1, . . . , un)+

+ε
K∑
ν=1

H(ν, u1, . . . , un)

[
1 +

(
n∑
i=1

pie
jui − 1

)
dνk

]
qνk. (1.53)

Решение этой системы H(k, u1, . . . , un), зависящее от параметра ε и
удовлетворяющее начальному условию (1.15), обозначим

H(k, u1, . . . , un) = F (k, u1, . . . , un, ε),

F (k, 0, . . . , 0, ε) = r(k), k = 1, . . . , K.
(1.54)

Подставив (1.54) в систему (1.53), выполним в ней предельный переход
при ε → 0 и для F (k, u1, . . . , un) = lim

ε→0
F (k, u1, . . . , un, ε) получим систему
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дифференциальных уравнений в частных производных

n∑
i=1

jµi(e
−jui − 1)

∂F (k, u1, . . . , un)

∂ui
= λk

(
n∑
i=1

pie
jui − 1

)
F (k, u1, . . . , un),

k = 1, . . . , K. (1.55)

Общее решение (1.55) имеет вид

C1 exp

{
λk

n∑
i=1

pi
µi

(
ejui − 1

)}
= F (k, u1, . . . , un).

Для того чтобы найти C1, воспользуемся начальными условиями (1.54).
Тогда получим выражение для F (k, u1, . . . , un)

F (k, u1, . . . , un) = r(k) exp

{
λk

n∑
i=1

pi
µi

(
ejui − 1

)}
, k = 1, . . . , K.

Таким образом, для частичных характеристических функций можно
записать асимптотическое равенство

H(k, u1, . . . , un) = F (k, u1, . . . , un, ε) ≈ F (k, u1, . . . , un),

откуда

h1(u1, ..., un) = Me
j

n∑
i=1

uili(t)
=

K∑
k=1

H(k, u1, ..., un) =

=
K∑
k=1

r(k) exp

{
λk

n∑
i=1

pi
µi

(
ejui − 1

)}
.

Теорема доказана.

Замечание 1 Функцию

h(u) = Meju
∑n

i=1 li =
K∑
k=1

r(k) exp

{
λk

n∑
i=1

pi
µi

}
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будем называть асимптотической характеристической функцией общего
числа занятых приборов системы MAP |M (n)|∞ c разнотипным обслу-
живанием в условии предельно редких изменений состояний входящего
МАР-потока.

Замечание 2 Функции

h1
(i)(ui) = Mejuili(t) = h1(0, ..., ui, ..., 0) =

=
K∑
k=1

r(k) exp

{
λk
pi
µi

(
ejui − 1

)} (1.56)

будем называть асимптотической характеристической функцией числа
занятых приборов i-ого типа (i = 1, . . . , n) в системе MAP |M (n)|∞ в
условии предельно редких изменений состояний входящего МАР-потока.

Пример 1.4
Теперь проведем сравнение допредельных значений основных вероят-

ностных характеристик системы MAP|M(n)|∞ со значениями, полученны-
ми с помощью метода асимптотического анализа в условиях предельно ред-
ких изменений состояний входящего потока.

Определим входящий МАР-поток с тремя типами заявок следующими
характеристиками:

Λ =


1 0 0

0 12 0

0 0 2

 , Q =


−11 5 6

0, 5 −1 0, 5

2, 5 2, 5 −5

 , D =


0 0, 2 0, 5

0, 1 0 0

0, 9 0, 6 0

 ,

p1 = 0, 2, p2 = 0, 5, p3 = 0, 3,

µ1 = 0, 2, µ2 = 0, 1, µ3 = 0, 6 — параметры экспоненциального времени
обслуживания на приборах разного типа соответственно.

Для оценки точности метода асимптотического анализа в условиях
ПРИС определим относительную погрешность вида

∆i =

∣∣∣∣smi − smas
i

smi

∣∣∣∣ , i = {1, 2, 3}, (1.57)
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где smi — допредельное значение начального момента второго порядка чис-
ла занятых приборов типа i, а smas

i — значение начального момента вто-
рого порядка, полученное с помощью метода асимптотического анализа в
условиях ПРИС.

В Таблице 1.9 приведены результаты сравнения асимптотических и
допредельных значений начальных моментов первого и второго порядка
для исследуемой системы.

Таблица 1.9 – Сравнение допредельных и асимптотических значений начальных
моментов второго порядка

smas
1 = 119.895 smas

2 = 2.809 ∗ 103 smas
3 = 32.329

ε sm1 ∆1 sm2 ∆2 sm3 ∆3

0, 1 106, 765 0, 123 2, 411 ∗ 103 0, 165 30, 429 0, 062

0, 01 116, 213 0, 032 2, 651 ∗ 103 0, 06 31, 992 0, 011

0, 001 119, 449 0, 004 2, 787 ∗ 103 0,008 32, 293 0,001

Из полученных результатов очевидно, что с уменьшением параметра ε
относительная погрешность вычисления начальных моментов второго по-
рядка методом асимптотического анализа в условиях ПРИС убывает. Точ-
ность используемого метода достаточно велика, так как уже при ε = 0, 001

относительная погрешность для начальных моментов второго порядка не
превосходит 1%.

Для большей наглядности в Таблице 1.10 отображена зависимость от-
носительных погрешностей от разности интенсивностей исходного МАР-
потока и МАР-потока, в котором предельно редко изменяются состояния
управляющей цепи Маркова. Можно сделать логичный вывод, что чем ре-
же изменяется состояние управляющей входящим МАР-потоком цепи Мар-
кова, тем точнее аппроксимация допредельных характеристик соответству-
ющими асимптотическими характеристиками.
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Таблица 1.10 – Зависимость относительных погрешностей от разности интенсив-
ностей исходного МАР-потока и МАР-потока в условии ПРИС

|rBe−rΛe|
rBe ∆1 ∆2 ∆3

9, 831 · 10−3 0, 123 0, 165 0, 062

9, 919 · 10−4 0, 032 0, 06 0, 011

9.928 · 10−5 0, 004 0, 008 0, 001

1.3 Выводы по главе 1

В настоящей главе проведено исследование неоднородной (гетероген-
ной) бесконечнолинейной СМО вида MAP|M(n)|∞.

В разделе 1.1 проведено исследование МАР-потока разнотипных за-
явок. Найдены выражения для вероятностно-временных характеристик ис-
следуемого потока.

В разделе 1.2 проводится исследование СМО MAP|M(n)|∞.
В параграфе 1.2.2 найдены основные вероятностные характеристики

многомерного случайного процесса {l1(t), . . . , ln(t)}, описывающего число
занятых приборов каждого типа в рассматриваемой системе в стационар-
ном режиме. А именно, получены выражения для нахождения математи-
ческого ожидания, начальных моментов второго порядка, корреляционых
моментов, дисперсии и коэффициентов корреляции.

В подразделах 1.2.3, 1.2.4 система MAP|M(n)|∞ исследуется методом
асимптотического анализа в условии эквивалентного роста времени обслу-
живания на приборах, то есть при µi = qiµ, µ → 0 i = 1, . . . , n. Сформу-
лирована и доказана теорема о виде асимптотической характеристической
функции второго порядка числа занятых приборов каждого типа в рас-
сматриваемой системе.

В подразделе 1.2.4 предложена модификация метода асимптотическо-
го анализа при условии предельно редких изменений состояния управля-
ющей МАР-потоком цепи Маркова, то есть при q(1)νk = εqνk (ν = 1, . . . , K,

k = 1, . . . , K), где ε — некоторый малый положительный параметр. Полу-
чено выражение для асимптотической характеристической функции числа
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занятых приборов каждого типа в системе при условии ПРИС в виде ги-
перпуассоновского распределения.

Также на основе численных экспериментов сделаны выводы об области
применимости асимптотических методов.

Результаты этой главы опубликованы в работах [47,67–69,88,89,131].
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Глава 2 Исследование неоднородных систем
массового обслуживания вида GI|M(n)|∞
В данной главе исследуется математическая модель неоднородных (ге-

терогенных) бесконечнолинейных СМО с входящим рекурретным потоком
разнотипных заявок.

Решается задача исследования многомерного случайного процесса, опи-
сывающего число занятых приборов каждого типа в рассматриваемых СМО.

Для исследования немарковских многомерных случайных процессов,
описывающих число занятых приборов каждого типа в рассматриваемой
СМО, применяется метод марковизации [57,78,82,84].

Получены выражения, определяющие начальные моменты исследуе-
мого процесса, а также проведено исследование систем методом асимпто-
тического анализа в условии эквивалентного роста времени обслуживания
на приборах. Доказано, что распределение числа занятых приборов рас-
сматриваемой системы при заданных асимптотических условиях можно
аппроксимировать многомерным гауссовским распределением.

2.1 Математическая модель рекуррентного
потока разнотипных событий

Рассмотрим GI-поток разнотипных событий с функцией распределе-
ния длин интервалов между моментами наступления событий A(z) (Рису-
нок 2.1).

Рисунок 2.1 — Рекуррентный поток разнотипных заявок
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C вероятностью pi событие определяется как событие типа i и исход-
ный поток условно делится на n зависимых потоков случайных событий.

Поставим задачу нахождения основных вероятностных характеристик
n-мерного немарковского случайного процесса {l1(t), l2(t), . . . , ln(t)} — чис-
ла событий потока каждого типа.

Рассмотрим (n+1)-мерный марковский процесс {z(t), l1(t), l2(t), . . . , ln(t)},
где z(t) — остаточное время от момента времени t до момента наступления
следующего события потока.

Обозначим
P (z, l1, l2, . . . , ln, t) = P{z(t) < z, l1(t) = l1, l2(t) = l2, . . . , ln(t) = ln} —
вероятность того, что в момент времени t в потоке i-ого типа li заявок
(i = 1, . . . , n) и длина интервала от момента t до момента наступления
следующего события рекуррентного потока меньше чем z.

Для распределения вероятностей P (z, l1, l2, . . . , ln, t) запишем систему
дифференциальных уравнений Колмогорова

∂P (z, l1, . . . , ln, t)

∂t
=
∂P (z, l1, . . . , ln, t)

∂z
− ∂P (0, l1, . . . , ln, t)

∂z
+

+
∂P (0, l1 − 1, . . . , ln, t)

∂z
p1A(z) +

∂P (0, l1, . . . , ln − 1, t)

∂z
pnA(z).

(2.1)

Начальные условия определим в виде

P (z, l1, . . . , ln, 0) = P (z, 0, . . . , 0, t) = R(z), (2.2)

где R(z) — стационарное распределение вероятностей процесса z(t).
Введем характеристическую функцию следующего вида:

H(z, u1, . . . , un, t) =
∞∑
l1=0

· · ·
∞∑
ln=0

eju1l1 × · · · × ejunlnP (z, l1, . . . , ln, t),

где j =
√
−1 — мнимая единица.
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Из (2.1) получаем систему дифференциальных уравнений для харак-
теристических функций H(z, u1, . . . , un, t)

∂H(z, u1, . . . , un, t)

∂t
=
∂H(z, u1, . . . , un, t)

∂z
+

+
∂H(0, u1, . . . , un, t)

∂z

(
n∑
i=1

pie
−juiA(z)− 1

)
.

(2.3)

Начальные условия (2.2) перепишем в следующем виде:

H(z, 0, . . . , 0, t) = H(z, u1, . . . , un, 0) = R(z).

Для определения вида R(z) подставим в (2.3) u1 = 0, . . . , un = 0 и
получим уравнение вида

R′(z) + (A(z)− 1)R′(0) = 0, (2.4)

решение которого можно записать в виде

R(z) =

∫ z

0

R′(0)(1− A(x))dx.

Так как
R(∞) = 1 = R′(0)

∫ ∞
0

(1− A(x))dx,

то
R′(0) =

1∫∞
0 (1− A(x))dx

= λ.

Таким образом, выражение для стационарного распределения вероят-
ностей процесса z(t) примет вид [40]

R(z) = λ

∫ z

0

(1− A(x))dx. (2.5)

По свойствам характеристической функции:

∂H(z, u1, . . . , un, t)

∂ui

∣∣∣∣
u1=0,...,un=0

= jfmi(z, t), i = 1, . . . , n.
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Поэтому, учитывая (2.3) и (2.5), можно записать дифференциальное
уравнение для нахождения среднего числа событий каждого типа в рекур-
рентном потоке разнотипных событий

∂fmi(z, t)

∂t
=
∂fmi(z, t)

∂z
+ piλA(z)+

+(A(z)− 1)
∂fmi(0, t)

∂z
= 0.

(2.6)

Устремив z →∞, получим следующее выражение:

∂fmi(∞, t)
∂t

= λpi,

из которого очевидно получается выражение для среднего числа событий
каждого типа в GI-потоке разнотипных событий

fmi(t) = λpit, i = 1, . . . , n. (2.7)

Также можно вычислить моменты более высокого порядка.

2.2 Исследование неоднородной
бесконечнолинейной СМО с n типами
обслуживающих приборов и рекуррентным
входящим потоком

2.2.1 Математическая модель

Рассмотрим гетерогенную СМО GI|M(n)|∞, на вход которой поступает
рекуррентный поток, заданный функцией распределения
A(z) — длин интервалов между моментами наступления событий пото-
ка. В момент наступления события в рассматриваемом потоке в систему
поступает только одна заявка, которая с вероятностью pi (i = 1, . . . , n)

отправляется на прибор соответствующего типа, где выполняется ее об-
служивание в течение случайного времени, имеющего экспоненциальную
функцию распределения с параметром µi (i = 1, . . . , n).
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Поставим задачу исследования n-мерного случайного процесса
{l1(t), l2(t), . . . , ln(t)}, характеризующего число занятых приборов i-ого ти-
па в момент времени t. Так как входящий поток не является пуассоновским,
то n-мерный процесс {l1(t), . . . , ln(t)} — немарковский. Рассмотрим (n+1)-
мерный марковский случайный процесс {z(t), l1(t), . . . , ln(t)}, для которого
можно записать совместное распределение вероятностей
P (z, l1, . . . , ln, t) = P{z(t) < z, l1(t) = l1, . . . , ln(t) = ln}, l1, . . . , ln = 0, 1, . . .,
где z(t) — время от момента t до момента наступления следующего события
входящего потока.

Для распределения вероятностей P (z, l1, . . . , ln, t) запишем систему диф-
ференциальных уравнений Колмогорова

∂P (z, l1, . . . , ln, t)

∂t
=
∂P (z, l1, . . . , ln, t)

∂z
− ∂P (0, l1, . . . , ln, t)

∂z
−

−
n∑
i=1

liµiP (z, l1, . . . , ln, t)+ (2.8)

+P (z, l1 + 1, . . . , ln, t)(l1 + 1)µ1 + · · ·+ P (z, l1, . . . , ln + 1, t)(ln + 1)µn+

+
∂P (0, li − 1, . . . , ln, t)

∂z
p1A(z) + · · ·+ ∂P (0, l1, . . . , ln − 1, t)

∂z
pnA(z),

l1, . . . , ln = 0, 1, . . . .

Решение системы (2.8) будем искать при стационарном функциониро-
вании рассматриваемой системы. Перепишем систему дифференциальных
уравнений Колмогорова для стационарного распределения вероятностей
Π(z, l1, . . . , ln):

∂Π(z, l1, . . . , ln)

∂z
− ∂Π(0, l1, . . . , ln)

∂z
−

n∑
i=1

liµiΠ(z, l1, . . . , ln)+ (2.9)

+Π(z, l1 + 1, . . . , ln)(l1 + 1)µ1 + · · ·+ Π(z, l1, . . . , ln + 1)(ln + 1)µn+

+
∂Π(0, l1 − 1, . . . , ln)

∂z
p1A(z) + · · ·+ ∂Π(0, l1, . . . , ln − 1)

∂z
pnA(z) = 0.
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Введем частичную характеристическую функцию следующего вида

H(z, u1, . . . , un) =
∞∑
l1=0

· · ·
∞∑
ln=0

eju1l1 × · · · × ejunlnΠ(z, l1, . . . , ln),

где j =
√
−1 — мнимая единица.

Из (2.9) получаем дифференциальное уравнение для характеристиче-
ской функции H(z, u1, . . . , un)

∂H(z, u1, . . . , un)

∂z
+
∂H(0, u1, . . . , un)

∂z

(
n∑
i=1

pie
juiA(z)− 1

)
−

−j
n∑
i=1

µi(e
−jui − 1)

∂H(z, u1, . . . , un)

∂ui
= 0,

(2.10)

где
∂H(0, u1, . . . , un)

∂z
=
∂H(z, u1, . . . , un)

∂z

∣∣∣∣
z=0

.

Уравнение (2.10) будем считать основным для дальнейших исследова-
ний системы GI|M(n)|∞.

РешениеH(z, u1, . . . , un) системы (2.10) удовлетворяет начальным усло-
виям H(z, 0, . . . , 0) = R(z), где R(z) — стационарное распределение веро-
ятностей процесса z(t), определяемое выражением (2.5).

2.2.2 Вероятностные характеристики числа занятых

приборов в системе GI|M(n)|∞

Для нахождения точных вероятностных характеристик числа занятых
приборов в рассматриваемой системе докажем следующее утверждение.

Теорема 2. 1 Для начальных моментов числа занятых приборов каж-
дого типа при стационарном функционировании неоднородной системы
GI|M (n)|∞ верны следующие утверждения:

Утверждение 1. Среднее значение числа занятых приборов i -ого
типа fmi, (i = 1, . . . , n) в системе GI|M (n)|∞ имеет вид

fmi =
pi
µi
λ. (2.11)
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Утверждение 2.
Начальные моменты второго порядка числа занятых приборов i-ого

типа smi, (i = 1, . . . , n) в системе GI|M (n)|∞ имеют вид

smi =
piλ

µi
+
p2iλ

µi

A∗(µi)

1− A∗(µi)
, (2.12)

где A∗(α) =
∞∫
0

e−αzdA(z) — преобразование Лапласа-Стилтьеса.

Утверждение 3.
Корреляционный момент числа занятых приборов i-ого и g-ого типов

cmig, (i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g) в системе GI|M (n)|∞ имеет вид

cmig =
pipg
µi + µg

{
A∗(µi)

1− A∗(µi)
+

A∗(µg)

1− A∗(µg)

}
λ. (2.13)

Доказательство.
Начальные моменты первого порядка.
По свойствам характеристической функции:

∂H(z, u1, . . . , un)

∂ui

∣∣∣∣
u1=0,...,un=0

= jfmi(z), i = 1, . . . , n.

Продифференцируем (2.10) по переменной ui и получим дифференци-
альное уравнение

∂2H(z, u1, . . . , un)

∂z∂ui
+
∂2H(0, u1, . . . , un)

∂z∂ui

(
n∑
i=1

pie
juiA(z)− 1

)
+

+
∂H(0, u1, . . . , un)

∂z
pije

juiA(z)− µie−jui
∂H(z, u1, . . . , un)

∂ui
−

−j
n∑
s=1

µs(e
−jus − 1)

∂2H(z, u1, . . . , un)

∂us∂ui
= 0, i = 1, . . . , n.

(2.14)

Откуда при u1 = 0, . . . , un = 0 получаем дифференциальное уравнение
для нахождения fmi(z)

fm′i(z) + fm′i(0)(A(z)− 1) + λpiA(z)− µifmi(z) = 0. (2.15)
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Будем решать уравнение (2.15) с помощью преобразования Лапласа-
Стилтьеса. Обозначим

ϕi(α) =

∞∫
0

e−αzdfmi(z), A∗(α) =

∞∫
0

e−αzdA(z), i = 1, . . . , n.

Выполним в (2.15) преобразование Лапласа-Стилтьеса

(µi − α)ϕi(α) = fm′i(0)(A∗(α)− 1) + piλA
∗(α), i = 1, . . . , n, (2.16)

откуда

ϕi(α) =
1

µi − α
[fm′i(0)(A∗(α)− 1) + piλA

∗(α)] , i = 1, . . . , n.

Положим в (2.16) α = µi (i = 1, . . . , n), тогда

fm′i(0) =
pi

1− A∗(µi)
λA∗(µi), i = 1, . . . , n. (2.17)

Так как

fmi(∞) = ϕi(0) =
1

µi

[
pi

1− A∗(µi)
λA∗(µi)(A

∗(0)− 1) + piλA
∗(0)

]
,

i = 1, . . . , n,

A∗(0) =

∞∫
0

dA(z) = A(∞)− A(0) = 1,

(2.18)

тогда для среднего числа занятых приборов i-ого типа в системе GI|M(n)|∞
можно записать равенство

M{i} = fmi =
λ

µi
pi, i = 1, . . . , n.

Начальные моменты второго порядка.
По свойствам характеристической функции:

∂2H(z, u1, . . . , un)

∂ui2

∣∣∣∣
u1=0,...,un=0

= j2smi(z), i = 1, . . . , n.
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Продифференцируем (2.14) по преременной ui:

∂3H(z, u1, . . . , un)

∂z∂u2i
+
∂3H(0, u1, . . . , un)

∂z∂u2i

(
n∑
i=1

pie
juiA(z)− 1

)
+

+2jejuipiA(z)
∂2H(0, u1, . . . , un)

∂z∂ui
+ j2pie

jui
∂H(0, u1, . . . , un)

∂z
A(z)+

+jµie
−jui∂H(z, u1, . . . , un)

∂ui
− 2µie

−jui∂
2H(z, u1, . . . , un)

∂u2i
−

−j
n∑
s=1

µs
(
e−jus − 1

) ∂3H(z, u1, . . . , un)

∂us∂ui2
, i = 1, . . . , n.

(2.19)

Положив в (2.19) u1 = 0, . . . , un = 0, получим выражение для нахож-
дения smi(z)

sm′i(z) + piA(z)λ+ 2piA(z)fm′i(0) + sm′i(0)

(
n∑
i=1

piA(z)− 1

)
+

+µifmi(z)− 2µismi(z) = 0, i = 1, . . . , n.

(2.20)

Решать (2.20) будем с помощью преобразования Лапласа-Стилтьеса.
Для этого обозначим

ψi(α) =

∫ ∞
0

e−αzdsmi(z), i = 1, . . . , n. (2.21)

Тогда, (2.20) примет следующий вид:

(2µi − α)ψi(α) = sm′i(0)(A∗(α)− 1)+

+pi {λ+ 2fm′i(0)}A∗(α) + µiϕi(α), i = 1, . . . , n.
(2.22)

Откуда,

ψi(α) =
1

2µi − α
{sm′i(0)(A∗(α)− 1)+

+ pi [λ+ 2fm′i(0)]A∗(α) + µiϕi(α)} .

Принимая во внимание (2.17) и (2.11), для моментов второго порядка
числа занятых приборов i-ого типа (i = 1, . . . , n) неоднородной системы
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GI|M(n)|∞ можно записать следующее равенство:

smi(∞) = ψi(0) =
piλ

µi
+

p2iλA
∗(µi)

µi(1− A∗(µi))
.

Таким образом,

M{i2} = smi =
piλ

µi
+

p2iλA
∗(µi)

µi(1− A∗(µi))
.

Корреляционный момент
По свойствам характеристической функции:

∂2H(z, u1, . . . , un)

∂ui∂ug

∣∣∣∣
u1=0,...,un=0

= j2cmig(z), i = 1, . . . , n, g = 1 . . . , , n, i 6= g.

Тогда, для того чтобы найти корреляционный момент cmig(z) числа
занятых приборов типа i и g (i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g), продиф-
ференцируем (2.14) по преременной ug, g 6= i и положим в полученном
уравнении u1 = 0, . . . , un = 0:

cm′ig(z) + cm′ig(0)

(
n∑
s=1

psA(z)− 1

)
+ pgfm

′
i(0)A(z)+

+pifm
′
g(0)A(z)− µicmig(z)− µgcmig(z) = 0.

Решать полученное дифференциальное уравнение будем с помощью
преобразования Лапласа-Стилтьеса, обозначив

θig(α) =

∫ ∞
0

e−αzdcmig(z), i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g. (2.23)

Получаем

(µi + µg − α)θig(α) = cm′ig(0)

(
n∑
s=1

psA
∗(α)− 1

)
+

+
(
pgfm

′
i(0) + pifm

′
g(0)

)
A∗(α).

(2.24)
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Положим в (2.24) α = µi + µg, тогда, учитывая что cmig(∞) = θig(0),
а также выражение (2.17), получим выражение

cmig =
pipg
µi + µg

{
A∗(µi)

1− A∗(µi)
+

A∗(µg)

1− A∗(µg)

}
λ.

Теорема доказана.
Запишем выражение для нахождения дисперсии числа занятых при-

боров i-ого типа системы GI|M(n)|∞ с разнотипным обслуживанием

V ari = smi − [fmi]
2, i = 1, . . . , n,

V ari =
piλ

µi
+

p2iλA
∗(µi)

µi(1− A∗(µi))
− p2iλ

2

µ2i
, i = 1, . . . , n.

(2.25)

Таким образом, для коэффициента корреляциии rig числа занятых
приборов i-ого и g-ого типов системы GI|M(n)|∞ можно записать равен-
ство

rig =
covig√
V ariV arg

=
cmig − fmifmg√

V ariV arg
,

i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g.

(2.26)

Аналогичным образом можно найти моменты более высокого порядка.
Пример 2.1
Приведем численный пример для системы GI|M(2)|∞.
Для вычисления начальных моментов необходимо для начала задать

функцию A(z). Пусть длины интервалов между моментами наступления
событий реккурентного потока имееют равномерную функцию распреде-
ления с параметрами a = 0, b = 2.

Вероятности поступления заявок каждого типа зададим следующими:
p1 = 0, 4, p2 = 1− p1.

Покажем, как влияет изменение соотношения между параметрами об-
служивания (Таблица 2.1) и изменение соотношения вероятностей p1 и p2
(Таблица 2.2) на значение коэффициента корреляции между компонентами
исследуемого случайного процесса {l1(t), l2(t)}.
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Таблица 2.1 – Зависимость коэффициента корреляции r(l1, l2) системы GI|M(2)|∞
с разнотипным обслуживанием от отношения параметров обслуживания

µ2/µ1 1 0, 1 0, 01 0, 001

r(l1, l2) −0, 133 −0, 044 −0, 013 −3, 997 · 10−3

Таблица 2.2 – Зависимость коэффициента корреляции r(l1, l2) системы GI|M(2)|∞
с разнотипным обслуживанием от соотношения вероятностей p1 и p2

p2/p1 1 9 99 999

r(l1, l2) −0, 135 −0, 082 −0, 027 −8, 634 · 10−3

Исходя из приведенных таблиц, можно сделать следующий вывод: за-
висимость между числом занятых приборов каждого типа в системе обрат-
но пропорциональна соотношению между параметрами обслуживания на
приборах и соотношению вероятностей p1

p2
.

2.2.3 Построение гауссовской аппроксимации числа

занятых приборов методом асимптотического

анализа в условии растущего времени

обслуживания для СМО GI|M(n)|∞

Асимптотическое условие эквивалентного роста времени обслужива-
ния на приборах разного типа:

µi = qiµ, µ→ 0,

(
1

µi
→∞

)
, i = 1, . . . , n. (2.27)

Теорема 2. 2 Стационарное распределение вероятностей числа занятых
приборов в системе GI|M (n)|∞ при условии эквивалентного роста време-
ни обслуживания на приборах можно аппроксимировать многомерным
гауссовским распределением с параметрами:

aT = [λ p1
µ1
, . . . , λ pn

µn
] — вектор математических ожиданий числа за-

нятых приборов,
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K = [Kis], i, s = 1, . . . , n, где Kii = λpi+p
2
i f0

µi
— дисперсия числа заня-

тых приборов i-ого типа, Kis = pipsf0
µi+µs

, i 6= s — ковариационные моменты
числа занятых приборов, где f0 определяются выражением

f0 = λ2
∫ ∞
0

(A(u)−R(u))du. (2.28)

Доказательство. Доказательство будем выполнять в 2 этапа.
1 этап. Асимптотика первого порядка.
Сформулируем и докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 2. 1 Асимптотическая характеристическая функция первого по-
рядка при условии эквивалентного роста времени обслуживания числа
занятых приборов неоднородной системы GI|M (n)|∞ имеет вид

h1(u1, . . . , un) = Mej
∑n

i=1 uili(t) = exp

{
jλ

n∑
i=1

pi
ui
µi

}
. (2.29)

Доказательство.
Выполним в (2.10) следующие замены

µi = qiε, ui = qiεxi, i = 1, . . . , n,

H(u1, . . . , un, z) = F1(x1, . . . , xn, z, ε),
(2.30)

в результате которых уравнение для F1(x1, . . . , xn, z, ε) имеет вид

∂F1(x1, . . . , xn, z, ε)

∂z
+
∂F1(x1, . . . , xn, 0, ε)

∂z

{
n∑
i=1

pie
jxiqiεA(z)− 1

}
−

−j
n∑
i=1

(e−jεqixi − 1)
∂F1(x1, . . . , xn, z, ε)

∂xi
= 0. (2.31)

Будем искать функцию F1(x1, . . . , xn, z) = lim
ε→0

F1(x1, . . . , xn, z, ε) в ви-
де

F1(x1, . . . , xn, z) = R(z)Φ1(x1, . . . , xn), (2.32)

где Φ1(x1, . . . , xn) — искомая скалярная функция.
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Выполнив в уравнении (2.31) предельный переход при z → ∞, полу-
чим следующее дифференциальное уравнение для F1(x1, . . . , xn, z, ε):

∂F1(x1, . . . , xn, 0, ε)

∂z

{
n∑
i=1

pie
jxiqiε − 1

}
−

−j
n∑
i=1

(e−jεqixi − 1)
∂F1(x1, . . . , xn,∞, ε)

∂xi
= 0.

Поделим левую и правую части полученного уравнения на ε и, выпол-
нив в нем предельный переход при ε→ 0, получим следующее уравнение:

j
n∑
i=1

piqixi
∂F1(x1, . . . , xn, 0)

∂z
+ j2

n∑
i=1

qixi
∂F1(x1, . . . , xn,∞)

∂xi
= 0,

подставив в которое функцию F1(x1, . . . , xn, z) в виде (2.32), получим диф-
ференциальное уравнение в частных производных для функции Φ1(x1, . . . , xn)

j
n∑
i=1

piqixiλΦ1(x1, . . . , xn)−
n∑
i=1

qixi
∂Φ1(x1, . . . , xn)

∂xi
= 0, (2.33)

Решение (2.33), удовлетворяющее начальному условию
Φ1(0, . . . , 0) = 1, имеет вид

Φ1(x1, . . . , xn) = exp

{
jλ

n∑
i=1

pixi

}
. (2.34)

Таким образом,

F1(x1, . . . , xn, z) = R(z) exp

{
jλ

n∑
i=1

pixi

}
.

Учитывая замены (2.30), можно записать асимптотическое (при ε→ 0)
приближенное равенство

H(u1, . . . , un, z) = F1(x1, . . . , xn, z, ε) ≈ R(z) exp

{
jλ

n∑
i=1

pi
ui
µi

}
. (2.35)

Лемма доказана.
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Замечание 1 Функции

h1
(i)(ui) = Mejuili(t) = h1(0, . . . , ui, . . . , 0) = exp

{
jλpi

ui
µi

}
,

i = 1, . . . , n

(2.36)

будем называть асимптотическим приближением первого порядка для
характеристической функции числа занятых приборов i-ого типа
(i = 1, . . . , n) в системе GI|M(n)|∞.

2 этап. Асимптотика второго порядка.
В уравнении (2.10) выполним замену

H(u1, . . . , un, z) = H2(u1, . . . , un, z) exp

{
jλ

n∑
i=1

pi
ui
µi

}
. (2.37)

Тогда получим следующее уравнение для H2(u1, . . . , un, z):

∂H2(u1, . . . , un, z)

∂z
+

n∑
i=1

(
pie

juiA(z)− 1
) ∂H2(u1, . . . , un, 0)

∂z
−

−j
n∑
i=1

µi
(
e−jui − 1

){∂H2(u1, . . . , un, z)

∂ui
+ jλ

pi
µi
H2(u1, . . . , un, z)

}
.

Выполним в полученном уравнении следующие замены:

µi = qiε
2, ui = εxi, H2(u1, . . . , un, z) = F2(x1, . . . , xn, z, ε) (2.38)

и запишем дифференциальное уравнение для функции F2(x1, . . . , xn, z, ε)

∂F2(x1, . . . , xn, z, ε)

∂z
+

(
n∑
i=1

pie
jεqixiA(z)− 1

)
∂F2(x1, . . . , xn, 0, ε)

∂z
−

−j
n∑
i=1

ε
(
e−jεqixi − 1

) ∂F2(x1, . . . , xn, z, ε)

∂xi
− (2.39)

−j2
n∑
i=1

(
e−jεqixi − 1

)
F2(x1, . . . , xn, z, ε)λpi = 0.
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Решение уравнения (2.39) будем искать в виде

F2(x1, . . . , xn, z, ε) = Φ2(x1, . . . , xn) {R(z)+

+ jε
n∑
i=1

piqixif(z)

}
+O(ε2).

(2.40)

Подставив (2.40) в (2.39), имеем следующее уравнение:

Φ2(x1, . . . , xn)

{
jε

n∑
i=1

piqixif
′(z) + jελ

n∑
i=1

piqixiA(z)+

+ jε
n∑
i=1

piqixif0(A(z)− 1)− jελ
n∑
i=1

piqixiR(z)

}
= O(ε2),

где f0 = f ′(0).

Разделим обе части полученного уравнения на ε и устремим ε→ 0 :

Φ2(x1, . . . , xn)

{
j

n∑
i=1

piqixif
′(z) + jλ

n∑
i=1

piqixiA(z)+

+ j

n∑
i=1

piqixif0(A(z)− 1)− jλ
n∑
i=1

piqixiR(z)

}
= 0,

откуда, учитывая равенство R′(z) + λ(A(z) − 1) = 0, несложно получить
следующее уравнение для функции f(z):

f ′(z) + f0(A(z)− 1) + λ(A(z)−R(z)) = 0, (2.41)

решение которого имеет вид

f(z) = λ

∫ z

0

(R(u)− A(u))du+ f0

∫ z

0

(1− A(u)).

Полагая f(∞) = 0, устремим z →∞ и получим выражение

f0 = λ2
∫ ∞
0

(A(u)−R(u))du,

которое совпадает с выражением для f0 (2.28).
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Для нахождения вида функции Φ2(x1, . . . , xn) разложим в уравнении
(2.39) экспоненты в ряд Тейлора

∂F2(x1, . . . , xn, z, ε)

∂z
+ (jε)2

n∑
i=1

qixi
∂F2(x1, . . . , xn, 0, ε)

∂xi
+

+

{
jε

n∑
i=1

piqixiA(z) + (jε)2
n∑
i=1

pi
(qixi)

2

2
A(z)+

+ A(z)− 1} ∂F2(x1, . . . , xn, 0, ε)

∂z
+

+λ
(jε)2

2

n∑
i=1

pi(qixi)
2F2(x1, . . . , xn, z, ε)−

−jλε
n∑
i=1

piqixiF2(x1, . . . , xn, z, ε) = O(ε3).

Подставив в полученное выражение разложение (2.40), устремив
z →∞ и выполнив предельный переход при ε→ 0, получим дифференци-
альное уравнение в частных производных

n∑
i=1

qixi
∂Φ2(x1, . . . , xn)

∂xi
=

= j2

{
λ

n∑
i=1

pi
(qixi)

2

2
+

n∑
i=1

piqixif0

n∑
s=1

psqsxs

}
.

(2.42)

Решением дифференциального уравнения (2.42), удовлетворяющим на-
чальному условию Φ2(0, . . . , 0) = 1 является функция Φ2(x1, . . . , xn) вида

Φ2(x1, . . . , xn) = exp

{
j2

[
λ

n∑
i=1

pi
x2i qi

2
+

+
n∑
i=1

p2i
qix

2
i

2
f0 +

n∑
i=1

n∑
s=1,s6=i

pipsqiqsxixs
qi + qs

f0

 .

(2.43)

Учитывая, что

H2(u1, . . . , un, z) = F2(x1, . . . , xn, z, ε) ≈ R(z)Φ2(x1, . . . , xn) (2.44)
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и замены (2.38), запишем выражение для H2(u1, . . . , un, z) в виде

H2(u1, . . . , un, z) = R(z) exp

{
j2

[
λ

n∑
i=1

pi
u2i
2µi

+

+
n∑
i=1

p2i
u2i
2
f0 +

n∑
i=1

n∑
s=1,s6=i

pipsuius
µi + µs

f0

 .

(2.45)

Из равенств (2.37) и (2.45) получим выражение для характеристиче-
ской функции многомерного cлучайного процесса {l1(t), . . . , ln(t)}

h2(u1, . . . , un) = H(u1, . . . , un,∞) = Mej
∑n

i=1 uili(t) =

= H2(u1, . . . , un,∞) exp

{
jλ

n∑
i=1

pi
ui
µi

}
=

= exp

{
jλ

n∑
i=1

pi
ui
µi

+ j2λ

n∑
i=1

pi
u2i
2µi

+
n∑
i=1

n∑
s=1

pips
juijus
µi + µs

f0

}
.

(2.46)

Таким образом, асимптотическая характеристическая функции числа
занятых приборов разного типа в системе GI|M(n)|∞ имеет вид многомер-
ной гауссовской с параметрами:

aT = [λ p1
µ1
, . . . , λ pn

µn
] — вектор математических ожиданий числа занятых

приборов,
K = [Kis], i, s = 1, . . . , n, гдеKii = λpi+p

2
i f0

µi
— дисперсия числа занятых

приборов i-ого типа, Kis = pipsf0
µi+µs

, i 6= s — ковариационные моменты числа
занятых приборов.

Теорема доказана.

Замечание 1 Функцию

h(u) = Meju
∑n

i=1 li = exp

{
juλ

n∑
i=1

pi
µi

+ j2u2

[
λ

n∑
i=1

pi
2µi

+
n∑
i=1

n∑
s=1

pips
µi + µs

f0

]}

будем называть асимптотическим приближением второго порядка для
характеристической функции общего числа занятых приборов системы
GI|M (n)|∞.
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2.2.4 Численная реализация

Для определения области применимости асимптотического метода срав-
ним асимптотические и допредельные характеристики системы GI|M(n)|∞,
полученные в разделах 2.2.2 и 2.2.3 соответственно.

Зададим следующие параметры системы. Пусть длины интервалов
между моментами наступления событий рекуррентного потока имеют рав-
номерную функцию распределения

A(x) =


0, если x < a,

x−a
b−a , если a ≤ x < b,

1, если x ≥ b

c параметрами a = 0, b = 2, то есть интенсивность входящего потока λ = 1.

Рассмотрим частный случай: n = 2. Параметры обслуживания и веро-
ятности поступления заявок каждого типа зададим следующими:
µ1 = 3ε, µ2 = ε, p1 = 0, 4, p2 = 1− p1.

В качестве меры точности аппроксимации зададим величину относи-
тельной погрешности в следующем виде:

∆i =

∣∣∣∣V ari −Kii

V ari

∣∣∣∣, i = 1, 2,

где V ari — точное значение дисперсии числа занятых приборов каждого
типа в системе GI|M(2)|∞, а Kii, (i = 1, 2) — асимптотическое. Зависи-
мость величины относительной погрешности от значений ε отображена в
Таблице 2.3.

Таблица 2.3 – Сравнение значений относительной погрешности для системы
GI|M(2)|∞ с разнотипным обслуживанием

ε 1 0, 5 0, 1 0, 01

∆1 0, 084 0, 057 0, 015 0, 002

∆2 0, 066 0, 037 0, 008 0, 001
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Из Таблицы 2.3 видно, что точность аппроксимации очень велика и
разница в значениях точных и асимптотических характеристик не превы-
шает 3% уже при ε = 0, 1.

2.3 Выводы по главе 2

В настоящей главе исследована неоднородная бесконечнолинейная СМО
GI|M(n)|∞.

В разделе 2.1 исследуется рекуррентный поток случайных разнотип-
ных событий. Для немарковского случайного процесса, описывающего чис-
ло событий разного типа в исследуемом потоке, получено аналитическое
выражение для среднего числа событий каждого типа, которое позволяет
вычислить моменты более высокого порядка.

В разделе 2.2.2 найдены основные вероятностные характеристики мно-
гомерного случайного процесса {l1(t), . . . , ln(t)} — числа занятых приборов
каждого типа в системе GI|M(n)|∞ при ее стационарном функционирова-
нии. А именно, получены аналитические выражения для нахождения ма-
тематического ожидания, начальных моментов второго порядка, корреля-
ционых моментов, дисперсии и коэффициентов корреляции.

В подразделе 2.2.3 проведено исследование системы GI|M(n)|∞ мето-
дом асимптотического анализа в условии эквивалентного роста времени
обслуживания на приборах, то есть при µi = qiµ, µ → 0 i = 1, . . . , n.
Сформулирована и доказана теорема о том, что стационарное распреде-
ление вероятностей числа занятых приборов в рассматриваемой системе
можно аппроксимировать многомерным гауссовским с соответствующими
параметрами.

В подразделе 2.2.4 приведен численный пример сравнения асимпто-
тических и допредельных характеристик системы GI|M(n)|∞, полученных
в предыдущих разделах, для определения области применимости метода
асимптотического анализа.

Результаты этой главы опубликованы в работах [46,66,71,132].
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Глава 3 Исследование неоднородных
немарковских бесконечнолинейных систем

массового обслуживания вида MMPP|GI(n)|∞
и GI|GI(n)|∞

В данной главе рассматриваются математические модели неоднород-
ных бесконечнолинейных систем, на вход которых поступает случайный
поток разнотипных заявок (MMPP, GI). Заявка входящего потока с веро-
ятностью pi, (i = 1, . . . , n) поступает для обслуживания на прибор соот-
ветствующего типа. Количество обслуживающих приборов неограничено,
а функция распределения времени обслуживания на приборах имеет про-
извольный вид Bi(x) (i = 1, . . . , n).

Исследование таких систем, а точнее многомерного немарковского слу-
чайного процесса числа занятых приборов, проводится методом динамиче-
ского просеивания и асимптотическим методом в условии эквивалентного
роста времени обслуживания на приборах. Доказано, что асимптотическая
характеристическая функция числа занятых приборов каждого типа в рас-
сматриваемых системах имеет вид многомерной гауссовской. Полученные
результаты согласуются с уже известными результатами исследования си-
стем с неограниченным числом обслуживающих приборов [17,44].

3.1 Модификация метода многомерного
динамического просеивания

Рассмотрим систему массового обслуживания (Рисунок 3.1) с неогра-
ниченным числом неоднородных обслуживающих приборов. На вход систе-
мы поступает случайный поток заявок. В момент наступления события в
потоке в систему поступает только одна заявка. Дисциплина обслуживания
определяется тем, что пришедшая заявка c вероятностью pi (i = 1, . . . , n)

занимает для обслуживания любой из свободных приборов соответству-
ющего типа. Время обслуживания на приборах каждого типа имеет за-
данную неэкспоненциальную функцию распределения вероятностей Bi(x)
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(i = 1, . . . , n), которая определена для положительных случайных величин
и имеет конечные моменты первого и второго порядка.

Рисунок 3.1 — Немарковская система массового обслуживания
с разнотипынми приборами

В качестве входящих потоков в данной главе рассматриваются ма-
тематические модели MMPP- и рекуррентного потоков разнотипных за-
явок. Обозначим li(t) (i = 1, . . . , n) –– число приборов i-ого типа, занятых
в момент времени t. Для исследуемых систем n-мерный случайный про-
цесс {l1(t), . . . , ln(t)} не является марковским. Поэтому для исследования
систем предлагается применить модификацию метода многомерного дина-
мического просеивания [44, 45, 51, 83]. Данный метод позволяет разрешить
проблему исследования немарковской СМО с разнотипным обслуживанием
путем сведения ее к задаче анализа нестационарного n-мерного маркови-
зируемого потока.

На оси времени t отметим моменты наступления событий входяще-
го потока (это могут быть события МMMР-, либо рекуррентного потока).
Выделим момент времени T , относительно которого будем оценивать "про-
сеялась"ли наша заявка (Рисунок 3.2). Итак, метод многомерного дина-
мического просеивания заключается в следующем.

Обозначим Si(t) = P{τ (i)r > T − t} = 1 − Bi(T − t) (i = 1, . . . , n) —
вероятность того, что заявка, пришедшая в момент времени t, к некоторому
выделенному моменту времени T еще не закончила своего обслуживания
на приборе i-ого типа. Будем в этом случае говорить, что сформировалась
заявка просеянного потока i-ого типа.

Обозначим {m1(t), . . . ,mn(t)}— число заявок просеянного потока каж-
дого типа на момент времени t.



72

Рисунок 3.2 — Схема действия метода многомерного динамического
просеивания

Пусть в начальный момент времени t0 < T система пуста, то есть
m1(t0) = · · · = mn(t0) = 0.

Тогда в момент времени T : l1(T ) = m1(T ), . . . , ln(T ) = mn(T ).
Таким образом, для исследования немарковского процесса {l1(t), . . . , ln(t)}

необходимо исследовать случайный немарковский процесс {m1(t), . . . ,mn(t)}
в произвольный момент времени t0 ≤ t ≤ T и положить t = T .

3.2 Исследование неоднородных немарковских
СМО

3.2.1 Основное векторно-матричное

дифференциальное уравнение для СМО

MMPP|GI(n)|∞

Рассмотрим неоднородную (гетерогенную) бесконечнолинейную СМО,
на вход которой поступает МMРP-поток заявок, управляемый цепью Мар-
кова k(t) с конечным числом состояний K и заданый матрицами Q,Λ,
определенными в разделе 1.1.

Дисциплина обслуживания определяется тем, что заявка из входящего
потока с вероятностью pi (i = 1, . . . , n) занимает любой из свободных об-



73

служивающих приборов соответствующего типа для обслуживания в тече-
ние случайного времени, имеющего произвольную функцию распределения
Bi(x) (i = 1, . . . , n). Поставим задачу исследования n-мерного случайного
процесса {l1(t), . . . , ln(t)} числа занятых приборов каждого типа.

Для решения поставленной задачи будем использовать модификацию
метода многомерного динамического просеивания потока из раздела 3.1.

Рассмотрим (n+1)-мерный случайный процесс {k(t),m1(t), . . . ,mn(t)},
который является нестационарной (n+ 1)-мерной цепью Маркова. Обозна-
чим P (k,m1, . . . ,mn, t) = P{k(t) = k,m1(t) = m1, . . . ,mn(t) = mn} —
вероятность того, что в момент времени t управляющая входящим MMPP-
потоком цепь Маркова k(t) находится в состоянии k, а в просеянном потоке
i-ого типа находится соответственно mi (i = 1, . . . , n) заявок.

Запишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова:

∂P (k,m1, . . . ,mn, t)

∂t
= (3.1)

= (−λk + qkk)P (k,m1, . . . ,mn, t) + P (k,m1, . . . ,mn, t)(λk

n∑
i=1

pi(1− Si(t))+

+P (m1 − 1,m2, . . . ,mn, t)λkp1S1(t) + · · ·+ P (k,m1,m2, . . . ,mn − 1, t)×

×λkpnSn(t) +
∑
ν 6=k

qνkP (ν,m1, . . . ,mn, t), k = 1, . . . , K.

Начальные условия зададим в следующем виде:

P (k,m1, . . . ,mn, t0) =


R(k), если m1 = · · · = mn = 0, k = 1, . . . , K,

0, если m1 > 0, . . . ,mn > 0,

R(k) — стационарные вероятности значений цепи Маркова k(t).
Введем частичные характеристические функции

H(k, u1, . . . , un, t) =
∞∑

m1=0

× · · · ×
∞∑

mn=0

eju1m1 · · · ejunmnP (k,m1, . . . ,mn, t) =

= R(k)M{eju1m1 × · · · × ejunmn|k(t) = k}, k = 1, . . . , K.
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Запишем систему дифференциальных уравнений Колмогорова для ча-
стичных характеристических функций

∂H(k, u1, . . . , un, t)

∂t
=

= −λk
n∑
i=1

pi(e
jui − 1)Si(t)H(k, u1, . . . , un, t) +

∑
ν

qνkH(k, u1, . . . , un, t),

H(k, u1, . . . , un, t) = R(k), k = 1, . . . , K. (3.2)

Воспользовавшись обозначениями, введенными в разделе 1.1, перепи-
шем (3.2) в векторно-матричной форме

∂H(u1, . . . , un, t)

∂t
= H(u1, . . . , un, t)

[
Q +

n∑
i=1

pi(e
jui − 1)Si(t)Λ

]
,

H(u1, . . . , un, t0) = r.

(3.3)

3.2.2 Исследование системы MMPP|GI(n)|∞ методом

асимптотического анализа в условии

эквивалентного роста времени обслуживания на

приборах

Обозначим: bi =
∞∫
0

(1−Bi(x))dx (i = 1, . . . , n) — среднее значение вре-

мени обслуживания заявки на приборе i-ого типа;∫ 0

−∞
(Si(z))2dz =

∫ 0

−∞
(1−Bi(−z))2dz =

∫ ∞
0

(1−Bi(z))2dz = βi,∫ 0

−∞
Si(z)Sg(z)dz =

∫ 0

−∞
(1−Bi(−z))(1−Bg(−z))dz =

=

∫ ∞
0

(1−Bi(z))(1−Bg(z))dz = βig,

i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g.

(3.4)

Асимптотическое условие эквивалентного роста времени обслужива-
ния на приборах разного типа гетерогенной немарковской СМО определим
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в следующем виде:

bi = qib, b→∞,
(

1

bi
→ 0

)
, i = 1, . . . , n. (3.5)

Теорема 3. 1 Стационарное распределение вероятностей числа занятых
приборов в неоднородной системе MMPP |GI(n)|∞ при условии эквива-
лентного роста времени обслуживания на приборах можно аппроксими-
ровать многомерным гауссовским распределением с параметрами:

aT = [κ1p1b1, . . . ,κ1pnbn] — вектор математических ожиданий числа
занятых приборов, где κ1 = rΛe, e — единичный вектор-столбец;

K = [Kig], i, g = 1, . . . , n, где Kii = κ1pibi + 2p2iβiκ2 — дисперсия
числа занятых приборов i-ого типа, Kig = κ2pipgβig, i 6= g — ковариа-
ционные моменты числа занятых приборов. Здесь κ2 = fΛe, а вектор-
функция f является решением неоднородной системы линейных алгебра-
ических уравнений

fQ + r(Λ− κ1I) = 0,

fe = 0.
(3.6)

Доказательство. Доказательство будем осуществлять в 2 этапа.
Этап 1. Асимптотика первого порядка
Докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 3. 1 Асимптотическая характеристическая функция первого по-
рядка при условии эквивалентного роста времени обслуживания числа
занятых приборов неоднородной системы MMPP |GI(n)|∞ имеет вид

h1(u1, . . . , un) = exp{jκ1
n∑
i=1

piuibi}. (3.7)

Доказательство. Обозначим bi = qib,
1
qib

= ε и выполним в (3.3)
замены

tε = τ, t0ε = τ0, Si(t) = S̃i(τ), ui = εxi,

H(u1, . . . , un, t) = F1(x1, . . . , xn, τ, ε), i = 1, . . . , n,
(3.8)
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тогда получим систему дифференциальных уравнений для F1(x1, . . . , xn, τ, ε)

ε
∂F1(x1, . . . , xn, τ, ε)

∂τ
=

= F1(x1, . . . , xn, τ, ε)
[
Q +

n∑
i=1

pi(e
jεxi − 1)S̃i(τ)Λ

]
.

(3.9)

В системе уравнений (3.9) выполним предельный переход при ε→ 0 и
получим, что F1(x1, . . . , xn, τ) = lim

ε→0
F1(x1, . . . , xn, τ, ε) является решением

однородной системы линейных алгебраических уравнений

F1(x1, . . . , xn, τ)Q = 0.

Функцию F1(x1, . . . , xn, τ) будем искать в виде

F1(x1, . . . , xn, τ) = Φ1(x1, . . . , xn, τ)r, (3.10)

где скалярную функцию Φ1(x1, . . . , xn, τ) можно найти следующим обра-
зом. Просуммируем все уравнения системы (3.9), домножив обе ее части
на единичный вектор-столбец e

ε
∂F1(x1, . . . , xn, τ, ε)

∂τ
e = F1(x1, . . . , xn, τ, ε){Q +

n∑
i=1

pi(e
jεxi − 1)S̃i(τ)Λ}e.

Далее, учитывая, что Qe = 0, поделим левую и правую части по-
лучившегося равенства на ε и, полагая ε → 0, получим выражение для
F1(x1, . . . , xn, τ)

∂F1(x1, . . . , xn, τ)

∂τ
e = F1(x1, . . . , xn, τ)

n∑
i=1

pijxiS̃i(τ)Λe. (3.11)

Подставив (3.10) в (3.11) и принимая во внимание то, что κ1 = rΛe и
re = 1, получим линейное однородное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка для функции Φ1(x1, . . . , xn, τ)

∂Φ1(x1, . . . , xn, τ)

∂τ
= jκ1Φ1(x1, . . . , xn, τ)

n∑
i=1

pixiS̃i(τ)Λe,



77

решение которого имеет вид

Φ1(x1, . . . , xn, τ) = exp

{
jκ1

n∑
i=1

pixi

∫ τ

τ0

S̃i(z)dz

}
.

Подставив это выражение в (3.10) и учитывая (3.8), можно записать
асимптотическое (при ε→ 0) приближенное равенство

H(u1, . . . , un, t) = F1(x1, . . . , xn, τ, ε) ≈ F1(x1, . . . , xn, τ) =

= r exp

{
jκ1

n∑
i=1

piui

∫ t

t0

Si(z)dz

}
,

откуда, положив t = T = 0, для характеристической функции случайного
процесса {l1(t), . . . , ln(t)} получим следующее выражение:

h1(u1, . . . , un) = Mej
∑n

i=1 uili(t) = H(u1, . . . , un, 0)e =

= exp

{
jκ1

n∑
i=1

piui

∫ ∞
0

(1−Bi(z))dz

}
=

= exp{jκ1
n∑
i=1

piuibi}.

Лемма доказана.

Замечание 1 Функцию

h1
(i)(ui) = Mejuili(t) = h1(0, . . . , ui, . . . , 0) = exp{jκ1piuibi} (3.12)

будем называть асимптотической характеристической функцией перво-
го порядка числа занятых приборов i-ого типа (i = 1, . . . , n) для неодно-
родной СМО MMPP |GI(n)|∞.

Обозначим fmas
i = piκ1bi, (i = 1, . . . , n) — асимптотические средние

значения числа занятых приборов i-ого типа для системыMMPP |GI(n)|∞
с разнотипным обслуживанием. Следует отметить, что они совпадают с
соответствующими допредельными значениями.
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Этап 2. Асимптотика второго порядка
Будем искать решение системы уравнений (3.3) в виде

H(u1, . . . , un, t) = H2(u1, . . . , un, t) exp

{
jκ1

n∑
i=1

piui

∫ t

t0

Si(z)dz

}
, (3.13)

подставляя которое в (3.3), получим, что H2(u1, . . . , un, t) является реше-
нием дифференциального уравнения

∂H2(u1, . . . , un, t)

∂t
= (3.14)

= H2(u1, . . . , un, t)

{
Q +

n∑
i=1

pi(e
jui − 1)Si(t)Λ− jκ1

n∑
i=1

piuiSi(t)I

}
,

где I — единичная диагональная матрица.
Обозначив bi = qib,

1
qib

= ε2 (i = 1, . . . , n), выполним в (3.14) следую-
щие замены:

tε2 = τ, t0ε
2 = τ0, Si(t) = S̃i(τ), ui = εxi,

H2(u1, . . . , un, t) = F2(x1, . . . , xn, τ, ε), i = 1, . . . , n
(3.15)

и получим дифференциальное уравнение

ε2
∂F2(x1, . . . , xn, τ, ε)

∂τ
= (3.16)

= F2(x1, . . . , xn, τ, ε)

{
Q +

n∑
i=1

pi(e
jεxi − 1)S̃i(τ)Λ− jκ1

n∑
i=1

εpixiS̃i(τ)I

}
.

Представим вектор-функцию F2(x1, . . . , xn, τ, ε) в виде разложения

F2(x1, . . . , xn, τ, ε) = Φ2(x1, . . . , xn, τ) {r+

+ jε
n∑
i=1

pixiS̃i(τ)f

}
+O(ε2),

(3.17)
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подставив которое в (3.16), получим выражение

O(ε2) = Φ2(x1, . . . , xn, τ)

{
jε

n∑
i=1

pixiS̃i(τ)fQ+

+ jεr
n∑
i=1

pixiS̃i(τ)[Λ− κ1I]

}
.

(3.18)

Откуда получаем, что вектор-функции f определяется решением си-
стемы уравнений

fQ + r(Λ− κ1I) = 0,

fe = 0,

совпадающей с (3.6).
Для нахождения скалярной функции Φ2(x1, . . . , xn, τ) просуммируем

все уравнения системы (3.16)

ε2
∂F2(x1, . . . , xn, τ, ε)

∂τ
e =

= F2(x1, . . . , xn, τ, ε)

{
Q +

n∑
i=1

pi(e
jεxi − 1)S̃i(τ)Λ− jκ1

n∑
i=1

εpixiS̃i(τ)I

}
e,

в получившемся равенстве разложим экспоненты в ряд Тейлора:

ε2
∂F2(x1, . . . , xn, τ, ε)

∂τ
e =

= F2(x1, . . . , xn, τ, ε)

{
n∑
i=1

pi

(
jεxi +

(jεxi)
2

2

)
S̃i(τ)Λ− jκ1

n∑
i=1

εpixiS̃i(τ)I

}
e

и подставим в него разложение (3.17).
Тогда, обозначив κ2 = f(Λ− κ1I)e, получим дифференциальное урав-

нение для функции Φ2(x1, . . . , xn, τ)

ε2
∂Φ2(x1, . . . , xn, τ)

∂τ
= (3.19)

= Φ2(x1, . . . , xn, τ)

{
jε

n∑
i=1

pixiS̃i(τ)r(Λ− κ1I)e +
(jε)2

2
κ1

n∑
i=1

pix
2
i S̃i(τ)+
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+ (jε)2κ2

 n∑
i=1

p2ix
2
i S̃

2
i (τ) +

n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipgxixgS̃i(τ)S̃g(τ)

+O(ε3).

Устремим ε→ 0, тогда решение Φ2(x1, . . . , xn, τ) уравнения (3.19) име-
ет вид

Φ2(x1, . . . , xn, τ) = exp

{
j2

2
κ1

n∑
i=1

pix
2
i

∫ τ

τ0

S̃i(z)dz+ (3.20)

+ j2κ2

 n∑
i=1

p2ix
2
i

∫ τ

τ0

S̃2
i (z)dz +

n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipgxixg

∫ τ

τ0

S̃i(z)S̃g(z)dz

 .

Подставив (3.20) в (3.17) и учитывая замены (3.15), запишем выраже-
ние для H2(u1, . . . , un, t)

H2(u1, . . . , un, t) = F2(x1, . . . , xn, τ, ε) ≈ F2(x1, . . . , xn, τ) =

= r exp

{
j2

2
κ1

n∑
i=1

piu
2
i

∫ t

t0

Si(z)dz+

+ j2κ2

 n∑
i=1

p2iu
2
i

∫ t

t0

S2
i (z)dz +

n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipguiug

∫ t

t0

Si(z)Sg(z)dz

 .

Положим t = T = 0, t0 → −∞ и, учитывая обозначения (3.4), полу-
чим

H(u1, . . . , un, 0) = H2(u1, . . . , un, 0) exp

{
jκ1

n∑
i=1

piuibi

}
=

= r exp

{
jκ1

n∑
i=1

piuibi + j2κ1

n∑
i=1

pi
u2i
2
bi+

+ j2κ2

 n∑
i=1

p2iu
2
iβi +

n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipguiugβig

 .

Тогда асимптотическая характеристическая функция второго поряд-
ка числа занятых приборов неоднородной системы MMPP|GI(n)|∞ будет
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иметь вид

h2(u1, . . . , un) = Mej
∑n

i=1 uili(t) = H(u1, . . . , un, 0)e = exp

{
jκ1

n∑
i=1

piuibi+

+ j2κ1

n∑
i=1

pi
u2i
2
bi + j2κ2

 n∑
i=1

p2iu
2
iβi +

n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipguiugβig

 , (3.21)

откуда следует утверждение теоремы.
Теорема доказана.

Замечание 1 Функцию

h(u) = Meju
∑n

i=1 li = exp

{
juκ1

n∑
i=1

pibi+ (3.22)

+ j2u2

[
κ1

n∑
i=1

pibi
2

+ κ2

n∑
i=1

p2iβi + κ2

n∑
i=1

n∑
s=1

pipsβig

]}
будем называть асимптотическим приближением второго порядка для
характеристической функции общего числа занятых приборов системы
MMPP |GI(n)|∞.

В работе [70] аналогичные исследования проведены для неоднородной
системы вида MAP|GI(n)|∞.

Пример 3.1
Так как не удается получить значения допредельных вероятностных

характеристик гетерогенной СМО MAP|GI(n)|∞, то для оценки области
применимости асимптотического метода проведем сравнение асимптотиче-
ского и полученного с помощью имитационного моделирования распреде-
лений вероятностей числа занятых приборов исследуемой системы.

Рассмотрим частный случай, когда число обслуживающих приборов
n = 2.

Для задания входящего МАР-потока заявок воспользуемся парамет-
рами из раздела 1.2.2. Функцию Bi(x) (i = 1, 2) распределения времени
обслуживания на приборах зададим как гамма-функцию с параметрами
ξi, (i = 1, 2) и α, где ξi — параметр формы, α — параметр масштаба. По-
ложим α = 1, ξ1 = 1

ε
, ξ2 = 2

ε
.
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Воспользуемся теоремой 3.1 для построения асимптотического распре-
деления вероятностей числа занятых приборов в системе MAP|GI(2)|∞.

В качестве метрики, которая количественно демонстрирует близость
исследуемых рапределений возьмем расстояние Колмогорова [45,77]

∆ = max
0≤n<∞,0≤m<∞

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

m∑
j=0

(Fas(i, j)− Fim(i, j))

∣∣∣∣∣ , (3.23)

где Fas(i, j) — асимптотическая функция распределения, а Fim(i, j) —функ-
ция распределения, полученная в результате имитационного моделирова-
ния при генерации 100000 событий (3.1).

Таблица 3.1 – Сравнение расстояния Колмогорова для асимптотического и "ими-
тационного"распределений вероятностей числа занятых приборов в неоднородной
системе MAP|GI(2)|∞

ε 0, 5 0, 1 0, 01

∆ 0, 67 0, 11 0, 016

На численном примере показано, что при ε = 0, 01 величина погреш-
ности не превышает уровня 3%, что мы считаем приемлемым для практи-
ческого применения.

3.2.3 Система дифференциальных уравнений

для характеристических функций неоднородных

СМО GI|GI(n)|∞

Рассмотрим гетерогенную систему массового обслуживания с неогра-
ниченным числом обслуживающих приборов n разных типов и произволь-
ным временем обслуживания. На вход системы поступает рекуррентный
поток заявок, который определяется функцией распределения вероятно-
стей A(z). Длины интервалов между моментами наступления событий по-
тока есть положительные случайные величины, имеющие конечные момен-
ты первого и второго порядка. В момент наступления события в потоке
только одна заявка поступает в систему и с вероятностью
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pi (i = 1, . . . , n) осуществляется её обслуживание на приборе i-ого типа
в течение случайного времени, имеющего произвольную функцию распре-
деления Bi(x)(i = 1, . . . , n).

Поставим задачу исследования n-мерного случайного процесса
{l1(t), l2(t), . . . , ln(t)} числа занятых приборов каждого типа в момент вре-
мени t. n-мерный случайный процесс {l1(t), l2(t), . . . , ln(t)} не является мар-
ковским. Рассмотрим (n + 1)-мерный марковский случайный процесс
{z(t), l1(t), l2(t), . . . , ln(t)}, здесь z(t) — остаточное время от момента време-
ни t до момента наступления следующего события рекуррентного потока.

Для решения поставленной задачи снова воспользуемся методом мно-
гомерного динамического просеивания потока [45]. Для этого введем сле-
дующие обозначения:

m1(T ), . . . ,mn(T ) — число заявок, поступивших в систему в момент
времени t и не закончивших обслуживание к моменту времени T, t < T ;

Si(t) = P{τ (i)k > T − t} = 1−Bi(T − t) — вероятность того, что заявка
i-ого типа, пришедшая в момент времени t, к некоторому выделенному
моменту времени T еще не закончила своего обслуживания (i = 1, . . . , n).

Пусть в начальный момент времени t0 < T система пуста, то есть
m1(t0) = · · · = mn(t0) = 0. Тогда в момент времени T :

l1(T ) = m1(T ), . . . , ln(T ) = mn(T ). Таким образом, задача исследования
случайного немарковского процесса {l1(t), . . . , ln(t)} сводится к задаче ис-
следования случайного немарковского процесса {m1(t), . . . ,mn(t)} в про-
извольный момент времени t0 ≤ t ≤ T при t = T .

Случайный (n + 1)-мерный процесс {z(t),m1(t), . . . ,mn(t)} является
(n+ 1)-мерной нестационарной цепью Маркова.

Введем совместное распределение вероятностей
P (z,m1, . . . ,mn, t) = P{z(t) < z,m1(t) = m1, . . . ,mn(t) = mn} и запишем
для него систему дифференциальное уравнение Колмогорова

∂P (z,m1, . . . ,mn, t)

∂t
=
∂P (z,m1, . . . ,mn, t)

∂z
+ (3.24)
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+
∂P (0,m1, . . . ,mn, t)

∂z
(A(z)− 1) +

∂P (0,m1 − 1, . . . ,mn, t)

∂z
p1S1(t)A(z) + . . .+

+
∂P (0,m1, . . . ,mn − 1, t)

∂z
pnSn(t)A(z)− ∂P (0,m1, . . . ,mn, t)

∂z
A(z)

n∑
i=1

piSi(t),

mi = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n.

Введем характеристическую функцию следующего вида:

H(z, u1, . . . , un, t) =
∞∑

m1=0

· · ·
∞∑

mn=0

eju1m1 × · · · × ejunmnP (z,m1, . . . ,mn, t),

здесь j =
√
−1 — мнимая единица.

Учитывая (3.24), запишем дифференциальное уравнение в частных
производных для характеристической функции H(z, u1, . . . , un, t)

∂H(z, u1, . . . , un, t)

∂t
=
∂H(z, u1, . . . , un, t)

∂z
+
∂H(0, u1, . . . , un, t)

∂z
(A(z)− 1)+

+
∂H(0, u1, . . . , un, t)

∂z
A(z)

n∑
i=1

piSi(t)(e
jui − 1),

H(z, u1, . . . , un, t0) = R(z), (3.25)

где R(z) — стационарное распределение вероятностей случайного процесса
z(t), определяемое выражением (2.5).
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3.2.4 Исследование системы GI|GI(n)|∞ методом

асимптотического анализа в условии

эквивалентного роста времени обслуживания на

приборах

Согласно введенным ранее обозначениям (3.4):∫ 0

−∞
(Si(z))2dz =

∫ 0

−∞
(1−Bi(−z))2dz =

∫ ∞
0

(1−Bi(z))2dz = βi,∫ 0

−∞
Si(z)Sg(z)dz =

∫ 0

−∞
(1−Bi(−z))(1−Bg(−z))dz =

=

∫ ∞
0

(1−Bi(z))(1−Bg(z))dz = βig,

i = 1, . . . , n, g = 1, . . . , n, i 6= g.

Теорема 3. 2 Стационарное распределение вероятностей числа занятых
приборов в системе GI|GI(n)|∞ с n типами обслуживающих приборов
при условии эквивалентного роста времени обслуживания на приборах
можно аппроксимировать многомерным гауссовским распределением с
параметрами:

aT = [λp1b1, . . . , λpnbn] — вектор математических ожиданий числа
занятых приборов;

K = [Kig], i, g = 1, . . . , n, где Kii = λpibi + 2p2iβif0 — дисперсия числа
занятых приборов i-ого типа, Kig = pipgβigf0, i 6= g — ковариационные
моменты числа занятых приборов, где

f0 = λ2
∫ ∞
0

(A(u)−R(u))du. (3.26)

Доказательство.
1 этап. Асимптотика первого порядка
Обозначим

tε = τ, t0ε = τ0, bi = qib,
1

qib
= ε, ui = εxi, Si(t) = S̃i(τ), (3.27)

i = 1, . . . , n, H(z, u1, . . . , un, t) = F1(z, x1, . . . , xn, τ, ε).
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Учитывая (3.27), можно переписать (3.25) в виде

ε
∂F1(z, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂τ
= (3.28)

=
∂F1(z, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
+
∂F1(0, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
(A(z)− 1)+

+
∂F1(0, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
A(z)

n∑
i=1

piS̃i(τ)(ejεxi − 1).

Сформулируем и докажем вспомогательное утверждение.

Лемма 3. 2 Асимптотическая характеристическая функция первого по-
рядка при условии эквивалентного роста времени обслуживания числа
занятых приборов для неоднородной системы GI|GI(n)|∞ имеет вид

h1(u1, . . . , un) = exp

{
jλ

n∑
i=1

piuibi

}
. (3.29)

Доказательство.
Устремим ε→ 0 в (3.28)и получим дифференциальное уравнение

∂F1(z, x1, . . . , xn, τ)

∂z
+
∂F1(0, x1, . . . , xn, τ)

∂z
(A(z)− 1) = 0, (3.30)

здесь F1(z, x1, . . . , xn, τ) = lim
ε→0

F1(z, x1, . . . , xn, τ, ε).

Будем искать F1(z, x1, . . . , xn, τ) в виде

F1(z, x1, . . . , xn, τ) = R(z)Φ1(x1, . . . , xn, τ), (3.31)

где Φ1(x1, . . . , xn, τ) — искомая функция.
Устремив z →∞ в (3.28), получим

ε
∂F1(∞, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂τ
=

=
∂F1(0, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z

n∑
i=1

piS̃i(τ)(ejεxi − 1).
(3.32)



87

В (3.32) разложим экспоненты в ряд Тейлора, разделим обе части по-
лученного уравнения на ε и подставим в полученное выражение функцию
F1(z, x1, . . . , xn, τ) в виде (3.31). Тогда при ε→ 0 можно записать следую-
щее дифференциальное уравнение для Φ1(x1, . . . , xn, τ):

∂Φ1(x1, . . . , xn, τ)

∂τ
= jλΦ(x1, . . . , xn, τ)

n∑
i=1

piS̃i(τ)xi, (3.33)

где λ = R′(z)|z=0.
Решение Φ1(x1, . . . , xn, τ) уравнения (3.33) с учетом начальных усло-

вий Φ1(x1, . . . , xn, τ0) = 1 имеет вид

Φ1(x1, . . . , xn, τ) = exp

{
jλ

n∑
i=1

pixi

∫ τ

τ0

S̃i(w)dw

}
. (3.34)

Тогда для функции F1(z, x1, . . . , xn, τ) можно записать выражение

F1(z, x1, . . . , xn, τ) = R(z) exp

{
jλ

n∑
i=1

pixi

∫ τ

τ0

S̃i(w)dw

}
.

Учитывая введенные замены (3.27), запишем приближенное равенство
(ε→ 0):

H(z, u1, . . . , un, t) = F1(z, x1, . . . , xn, τ, ε) ≈ F1(z, x1, . . . , xn, τ) =

= R(z) exp

{
jλ

n∑
i=1

piui

∫ t

t0

Si(w)dw

}
.

(3.35)

Тогда при t = T = 0 для характеристической функции случайного
процесса {l1(t), . . . , ln(t)} имеем:

h1(u1, . . . , un) = exp

{
jλ

n∑
i=1

piui

∫ 0

−∞
(1−Bi(−w))dw

}
=

= exp

{
jλ

n∑
i=1

piuibi

}
.

Лемма доказана.
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Замечание 1 Функцию

h1
(i)(ui) = Mejuili(t) = h1(0, . . . , ui, . . . , 0) = exp{jλpiuibi} (3.36)

будем называть асимптотической характеристической функцией перво-
го порядка числа занятых приборов i-ого типа (i = 1, . . . , n) для неодно-
родной системы GI|GI(n)|∞.

Этап 2. Асимптотика второго порядка
Далее определим искомую функцию H(z, u1, . . . , un, t) в виде

H(z, u1, . . . , un, t) =

= H2(z, u1, . . . , un, t) exp

{
jλ

n∑
i=1

piui

∫ t

t0

Si(w)dw

}
.

(3.37)

Подставив (3.37) в (3.25) получим следующее дифференциальное урав-
нение для H2(z, u1, . . . , un, t):

∂H2(z, u1, . . . , un, t)

∂t
+H2(z, u1, . . . , un, t)jλ

n∑
i=1

piSi(t)ui =

=
∂H2(z, u1, . . . , un, t)

∂z
+
∂H2(0, u1, . . . , un, t)

∂z
(A(z)− 1)+

+
∂H2(0, u1, . . . , un, t)

∂z
A(z)

n∑
i=1

piSi(t)(e
jui − 1).

(3.38)

Выполним в (3.38) следующие замены:

tε2 = τ, t0ε
2 = τ0, b = qib,

1

qib
= ε2, ui = εxi, (3.39)

Si(t) = S̃i(τ), i = 1, . . . , n, H2(z, u1, . . . , un, t) = F2(z, x1, . . . , xn, τ, ε)
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и получим

ε2
∂F2(z, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂τ
+ F2(z, x1, . . . , xn, τ, ε)jλε

n∑
i=1

pixiS̃i(τ) =

=
∂F2(z, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
+
∂F2(0, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
(A(z)− 1)+

+
∂F2(0, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
A(z)

n∑
i=1

piS̃i(τ)(ejεxi − 1).

(3.40)

Решение уравнения (3.40) будем искать в следующем виде:

F2(z, x1, . . . , xn, τ, ε) = Φ2(x1, . . . , xn, τ)×

×

{
R(z) + jε

n∑
i=1

pixif(z)S̃i(τ)

}
+O(ε2).

(3.41)

Подставим (3.41) в (3.40) и получим

R(z)jελ
n∑
i=1

pixiS̃i(τ) = R′(z) + λ(A(z)− 1)+

+jε
n∑
i=1

pixiS̃i(τ) {f ′(z) + (A(z)− 1)f ′(0) + λA(z)}+O(ε2).

(3.42)

Учитывая, что R′(z) + λ(A(z) − 1) = 0, можно записать следующее
дифференциальное уравнение для функции f(z) при ε→ 0:

f ′(z) + f0(A(z)− 1) + λA(z) = λR(z), (3.43)

решение которой имеет вид

f0 = λ2
∫ ∞
0

(A(u)−R(u))du,

совпадающий с (3.26).
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В уравнении (3.40) разложим экспоненты в ряд Тейлора

ε2
∂F2(z, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂τ
= (jε)2A(z)

n∑
i=1

pi
x2i
2
S̃i(τ)

∂F2(0, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
+

+(jε)

[
A(z)

n∑
i=1

pixiS̃i(τ)
∂F2(0, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
−

− λ
n∑
i=1

pixiS̃i(τ)F2(z, x1, . . . , xn, τ, ε)

]
+
∂F2(z, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
+

+(A(z)− 1)
∂F2(0, x1, . . . , xn, τ, ε)

∂z
+O(ε3).

Подставим (3.41) в полученное выражение. Тогда получим

ε2
∂Φ2(x1, . . . , xn, τ)

∂τ
R(z) = (jε)2Φ2(x1, . . . , xn, τ)×

×

[
A(z)λ

n∑
i=1

pi
x2i
2
S̃i(τ) + A(z)

n∑
i=1

pixiS̃i(τ)
n∑
g=1

pgxgS̃g(τ)f0−

−λ
n∑
i=1

pixiS̃i(τ)
n∑
g=1

pgxgS̃g(τ)f(z)

]
+ jεΦ(x1, . . . , xn, τ)

n∑
i=1

pixiS̃i(τ)×

× [λA(z)− λR(z) + f ′(z) + (A(z)− 1)f0] +O(ε3).

Учитывая (3.43), запишем:

ε2
∂Φ2(x1, . . . , xn, τ)

∂τ
R(z) = (jε)2Φ2(x1, . . . , xn, τ)×

×

[
A(z)λ

n∑
i=1

pi
x2i
2
S̃i(τ) + A(z)

n∑
i=1

pixiS̃i(τ)
n∑
g=1

pgxgS̃g(τ)f ′g(0)−

−λ
n∑
i=1

pixiS̃i(τ)
n∑
g=1

pgxgS̃g(τ)fg(z)

]
+O(ε3).

(3.44)

Разделив обе части уравнения (3.44) на ε2 и устремив ε → 0, а
z → ∞, можно записать следующее дифференциальное уравнение для
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функции Φ2(x1, . . . , xn, τ):

∂Φ2(x1, . . . , xn, τ)

∂τ
= j2Φ2(x1, . . . , xn, τ)×

×

[
λ

n∑
i=1

pi
x2i
2
S̃i(τ) +

n∑
i=1

pixiS̃i(τ)
n∑
g=1

pgxgS̃g(τ)f0

]
.

(3.45)

Решением дифференциального уравнения (3.45), удовлетворяющим на-
чальным условиям Φ2(x1, . . . , xn, τ0) = 1, является функция Φ2(x1, . . . , xn, τ)

вида

Φ2(x1, . . . , xn, τ) = exp

{
j2

[
λ

n∑
i=1

pi
x2i
2

∫ τ

τ0

S̃i(w)dw+ (3.46)

+
n∑
i=1

p2ix
2
if0

∫ τ

τ0

S̃2
i (w)dw +

n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipgxixgf0

∫ τ

τ0

S̃i(w)S̃g(w)dw

 .

Так как имеет место приближенное равенство при ε→ 0

H2(z, u1, . . . , un, t) = F2(z, x1, . . . , xn, τ, ε) ≈
≈ F2(z, x1, . . . , xn, τ) = R(z)Φ2(x1, . . . , xn, τ),

учитывая замены (3.39), запишем выражение для функции
H2(z, u1, . . . , un, t)

H2(z, u1, . . . , un, t) = R(z) exp

{
j2

[
λ

n∑
i=1

pi
u2i
2

∫ t

t0

Si(w)dw+

+
n∑
i=1

p2iu
2
if0

∫ t

t0

S2
i (w)dw +

n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipguiugf0

∫ t

t0

Si(w)Sg(w)dw

 .
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Откуда, принимая во внимание вид функции H(z, u1, . . . , un, t) (3.37),
получим следующее выражение:

H(z, u1, . . . , un, t) = R(z) exp

{
jλ

n∑
i=1

piui

∫ t

t0

Si(w)dw+

+ j2

[
λ

n∑
i=1

pi
u2i
2

∫ t

t0

Si(w)dw +
n∑
i=1

p2iu
2
if0

∫ t

t0

S2
i (w)dw+

+
n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipguiugf0

∫ t

t0

Si(w)Sg(w)dw

 .

Тогда, с учетом обозначений (3.4), для характеристической функции

h2(u1, . . . , un) = Me
j

n∑
i=1

uili(T )
= H(∞, u1, . . . , un, T ) случайного процесса

{l1(t), . . . , ln(t)} при t = T = 0 и t0 → −∞ имеем выражение

h2(u1, . . . , un) = exp

{
jλ

n∑
i=1

piuibi + j2

[
λ

n∑
i=1

pi
u2i
2
bi+

+
n∑
i=1

p2iu
2
if0βi +

n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipguiugf0βig

 .

(3.47)

Теорема доказана.

Замечание 1 Функцию

h(u) = Meju
∑n

i=1 li = exp

{
juλ

n∑
i=1

pibi+ (3.48)

+ j2u2

λ n∑
i=1

pibi
2

+ f0

n∑
i=1

p2iβi + f0

n∑
i=1

n∑
g=1,g 6=i

pipgβig


будем называть асимптотическим приближением второго порядка для
характеристической функции общего числа занятых приборов системы
GI|GI(n)|∞.

Пример 3.2
Так как не удается получить допредельные значения основных веро-

ятностных характеристик для неоднородной системы GI|GI(n)|∞, сравним
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асимптотическое и полученное в результате имитационного моделирова-
ния распределения вероятностей числа занятых приборов каждого типа в
системе.

Рассмотрим пример для случая n = 2. Пусть длины интервалов между
моментами наступления событий реккурентного потока имееют равномер-
ную функцию распределения с параметрами a = 0, b = 2. Функцию Bi(x)

(i = 1, 2) распределения времени обслуживания на приборах зададим как
гамма-функцию с параметрами ξi (i = 1, 2) и α, где ξi — параметр формы,
α — параметр масштаба. Положим α = 1, ξ1 = 1

ε
, ξ2 = 2

ε
. Воспользуемся

теоремой 3.2 для построения асимптотического распределения вероятно-
стей числа занятых приборов в системе GI|GI(2)|∞.

В качестве меры сходимости возьмем расстояние Колмогорова

∆ = max
0≤n<∞,0≤m<∞

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

m∑
j=0

(Fas(i, j)− Fim(i, j))

∣∣∣∣∣ , (3.49)

где Fas(i, j) — асимптотическая функция распределения, а Fim(i, j) —функ-
ция распределения, полученная в результате имитационного моделирова-
ния при генерации 1000000 событий. (В главе 4 показано, что погрешность
моделирования работы системы GI|GI|(2)|∞ при генерации 100000 событий
не превышает 3 %.)

Результаты сравнения отображены в Таблице 3.2

Таблица 3.2 – Сравнение расстояния Колмогорова для асимптотического и
"имитационного"распределений вероятностей числа занятых приборов в системе
GI|GI(2)|∞ с разнотипным обслуживанием

ε 0, 5 0, 1 0, 01

∆ 0, 13 0, 096 0, 013

Вывод: из Таблицы 3.2 видно, что величина погрешности составляет
менее 2%, когда среднее время обслуживания в 100 раз превышает интен-
сивность входящего потока.
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3.3 Выводы по главе 3

В данной главе выполнено исследование неоднородных систем с вхо-
дящими ММРР- и рекуррентным потоками разнотипных заявок и произ-
вольной функцией распределения времени обслуживания на приборах.

Для рассматриваемых систем проведено исследование n-мерного слу-
чайного процесса {l1(t), . . . , ln(t)} числа занятых приборов каждого типа в
момент времени t. Для исследования систем MMPP|GI(n)|∞ и GI|GI(n)|∞
предложена модификация метода многомерного динамического просеива-
ния, позволяющая, получив выражения для характеристик потоков так
называемых «просеянных» заявок, перейти к выражениям для искомых
характеристик изначально рассматриваемых потоков. Методом введения
дополнительной компоненты был осуществлен переход к нестационарной
(n+ 1)-мерной цепи Маркова (для систем с входящим MMPP-потоком это
k(t) — распределение состояний управляющей цепи Маркова, а для систем
с входящим GI-потоком — z(t) — остаточное время от момента времени t
до момента наступления следующего события потока).

Для распределения вероятностей исследуемых процессов построены
системы дифференциальных уравнений Колмогорова, на основе которых
получены уравнения для соответствующих характеристических функций.

В разделах 3.2.2 и 3.2.4 проведено исследование систем MMPP|GI(n)|∞
и GI|GI(n)|∞ методом асимптотического анализа в условии эквивалентно-
го роста времени обслуживания на приборах, то есть при bi → ∞, где

bi =
∞∫
0

(1 − Bi(x))dx (i = 1, . . . , n) — среднее значение времени обслужи-

вания заявки на приборе i-ого типа. Сформулированы и доказаны теоре-
мы о построении гауссовской аппроксимации стационарного распределения
вероятностей числа занятых приборов каждого типа в рассматриваемых
системах. Записаны выражения для асимптотических характеристических
функций второго порядка общего числа занятых приборов в рассматрива-
емых системах.

Результаты этой главы опубликованы в работах [65,70,133].
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Глава 4 Комплекс программ имитационного
моделирования и численного анализа

неоднородных бесконечнолинейных систем
массового обслуживания

В данной главе представлено описание разработанного комплекса про-
грамм, реализующего имитационное моделирование и численный анализ
вероятностных характеристик неоднородных бесконечнолинейных систем
массового обслуживания. В представленный комплекс входит: программы
численной реализации нахождения допредельных характеристик исследуе-
мых процессов, а именно математического ожидания, дисперсии, корреля-
ционного момента и коэффициента корреляции; программы, реализующие
гауссовскую аппроксимацию числа занятых приборов в системах с входя-
щими потоками разнотипных заявок (MAP, рекуррентный) и неограничен-
ным числом обслуживающих приборов, полученную методом асимптоти-
ческого анализа при условии эквивалентно растущего времени обслужи-
вания и ПРИС; программы имитационного моделирования неоднородных
бесконечнолинейных систем масового обслуживания с различными видами
входящих потоков (МАР-, рекуррентный).

4.1 Численная реализация нахождения
допредельных характеристик и метода
асимптотического анализа

Программное обеспечение для анализа характеристик всех указанных
СМО на базе математической модели реализовано в виде рабочих листов
системы MathCAD.
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4.1.1 Программа вычисления допредельных

значений вероятностных характеристик

неоднородной системы MAP|M(n)|∞

Рассмотрим СМО с неограниченным числом обслуживающих прибо-
ров, экспоненциальной функцией распределения времени обслуживания
на приборах и разнотипным обслуживанием. На вход системы поступает
МАР-поток заявок, управляемый цепью Маркова k(t) с конечным числом
состояний K, которая задана матрицей инфинитезимальных характери-
стик Q. Также входящий поток определяется набором неотрицательных
чисел λk и вероятностями dνk (ν = 1, . . . , K, k = 1, . . . , K). Дисциплина
обслуживания определяется тем, что заявка из входящего потока с ве-
роятностью pi занимает любой из свободных обслуживающих приборов
соответствующего типа для обслуживания в течение случайного време-
ни, имеющего экспоненциальную функцию распределения с параметром
µi (i = 1, . . . , n).

Для нахождения начальных моментов числа занятых приборов в рас-
сматриваемой системе использовались формулы из параграфа 1.2.2. В таб-
лицах 4.1, 4.2 представлен текст программы вычисления характеристик си-
стемы методом начальных моментов для n = 3, K = 3.
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Таблица 4.1 – Блок задания исходных параметров для программы вычисления
характеристик системы MAP|M(n)|∞

n = 3, K = 3;

Q :=


−11 5 6

0, 5 −1 0, 5

2, 5 2, 5 −5


— матрица инфинитезимальных

характеристик для управляющей

цепи Маркова k(t);

Λ :=


1 0 0

0 12 0

0 0 2

 — матрица интенсивностей поступления

заявок МАР-потока;

D :=


0 0, 2 0, 5

0, 1 0 0

0, 9 0, 6 0


— матрица вероятностей наступления события

во входящем МАР-потоке

при переходе цепи Маркова k(t)

из одного состояния в другое;

I :=


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 — единичная матрица;

e :=


1

1

1

 — единичный вектор-столбец;

p1 := 0, 2,

p2 := 0, 5,

p3 := 0, 3

— вероятности наступления

событий соответствующего типа;

µ1 := 0, 2,

µ2 := 0, 1,

µ3 := 0, 6

— интенсивности обслуживания заявок

соответствующего типа
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Таблица 4.2 – Блок вычисления допредельных значений вероятностных характе-
ристик системы MAP|M(n)|∞

Нахождение вектора стационарного распределения

вероятностей состояний процесса k(t)

M := augment(Q, e),

v := augment(0 · eT , 1),

r := v ·MT · (M ·MT)−1

r = (0, 072 0, 766 0, 163);

Нахождение матрицы B

B :=


Λ00 D01Q01 D02Q02

D10Q10 Λ11 D12Q12

D20Q20 D21Q21 Λ22

 B =


1 1 3

0, 05 12 0

2, 25 1, 5 1

 ;

Вычисление среденего числа

занятых приборов каждого типа

fmi := pi
µi
· r ·B · e, i = 1, 2, 3

fm1 = 10, 356,

fm2 = 51, 782,

fm3 = 5, 178;

Вычисление начальных моментов второго порядка

числа занятых приборов каждого типа

smi := pi · r ·B ·
{
I + [µi · I−Q]−1·

·[µi · I + 2 · pi ·B]} · {2 · µi · I−Q}−1 · e,

sm1 = 118, 157,

sm2 = 2740, 155,

sm3 = 32, 365;

cmig := (pg · fmi + pi · fmg) ·B·

·[(µi + µg) · I−Q]−1 · e,

cm12 = 538, 117,

cm13 = 54, 019,

cm23 = 269, 27;

Вычисление коэффициентов корреляции

rig :=
covig√
Dli·Dlg

=
cmig−fmi·fmg√

Dli·Dlg
,

i = 1, 2, 3, g = 1, 2, 3

r12 = 0, 073,

r13 = 0, 05,

r23 = 0, 063
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4.1.2 Программа нахождения асмптотического

распределения числа занятых приборов

неоднородной системы MAP|M(n)|∞

В первой главе для характеристической функции n-мерного случайно-
го процесса {l1(t), . . . , ln(t)} числа занятых приборов в системе MAP|M(n)|∞
была записана асимптотическая характеристическая функция h2(u1, . . . , un),
имеющая вид n-мерной гауссовской характеристической функции

h2(u1, . . . , un) = exp

{(
ju1
κp1
µ1

+
(ju1)

2

2

κp1
µ1

)
+ · · ·+

+

(
jun

κpn
µn

+
(jun)

2

2

κpn
µn

)
+

n∑
i=1

n∑
s=1

pips
juijus
µi + µs

fBe

}
.

Рассмотрим частный случай, а именно, двумерную гауссовскую ап-
проксимацию исследуемых процессов, полученную методом асимптотиче-
ского анализа в условии эквивалентного роста времени обслуживания на
приборах для системы MAP|M(2)|∞ с разнотипным обслуживанием. Дву-
мерная гауссовская характеристическая функция для рассматриваемой си-
стемы имеет вид

h2(u1, u2) = exp

{(
ju1
κp1
µ1

+
(ju1)

2

2

[
κp1
µ1

+
p21

2µ1
fBe

])
+

+

(
ju2
κp2
µ2

+
(ju2)

2

2

[
κp2
µ2

+
p22

2µ2
fBe

])
+ 2p1p2

ju1ju2
µ1 + µ2

fBe

}
.

Зададим начальные параметры: p1 = 0, 4, p2 = 1−p1, µ1 = ε, µ2 = 2ε.

Положим ε = 1. Начальные параметры, определяющие входящий МАР-
поток, возьмем такие же, как в разделе 1.2.2.

В таблице 4.3 представлен текст программы вычисления асимптотиче-
ского распределения для неоднородной системы с входящим МАР-потоком
и двумя типами обслуживающих приборов.
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Таблица 4.3 – Блок вычисления параметров асимптотического распределения для
неоднородной системы MAP|M(n)|∞ в случае n = 2

Асимптотическое среднее число занятых приборов

первого и второго типа

κ := r ·B · e,

ai := κ·pi
µi
, i = 1, 2;

a1 = 1, 773,

a2 = 1, 329;

Дисперсия числа занятых приборов

первого и второго типа

v1 := augment[−r · (B− κ1 · I), 0],

f := v1 ·MT · [M ·MT ]−1,

σ2i :=
[
κ·pi
µi

+ p2i
2µi
· f · [B− κ · I] · e

]
, i = 1, 2;

σ21 = 5, 595,

σ22 = 5, 629;

Коэффициент корреляции

r12 := p1·p2
µ1+µ2

· 2f
σ1·σ2 · [B− κ · I] · e; r12 = 0, 681,

Асимптотическое распределение вероятностей

числа занятых приборов

P (l1, l2) := 1
2·π·σ1·σ2·

√
1−r2 · e

−
[

1
2·(1−r2) ·

[
(x−a1)

2

σ21
−2·r· (x−a1)·(y−a2)

σ1·σ2
+

(y−a2)
2

σ22

]]
.

4.1.3 Программа вычисления допредельных

характеристик числа занятых приборов

неоднородной системы GI|M(n)|∞

В разделе 2.2.2 получены выражения (2.11),(2.12),(2.13) для нахож-
дения допредельных значений основных вероятностных характеристик си-
стемы GI|M(n)|∞.

Пусть длины интервалов между моментами наступления событий рек-
курентного потока имееют равномерную функцию распределения A(x) сле-
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дующего вида:

A(x) =


0, если x < a,

x−a
b−a , если a ≤ x < b,

1, если x ≥ b.

Начальные параметры зададим следующим образом: a = 0, b = 2,

p1 = 0, 4, p2 = 1 − p1, µ1 = 3ε, µ2 = ε. В таблице 4.4 представлен текст
программы вычисления допредельных значений начальных моментов чис-
ла занятых приборов в неоднородной системе GI|M|(n)|∞ в частном случае
n = 2.

Таблица 4.4 – Блок вычисления допредельных характеристик системы GI|M(n)|∞
при n = 2

λ := 1∫∞
0

(1−A(x)dx) ;

Вычисление среднего числа занятых приборов каждого типа

fmi(∞) := pi
µi
· λ, i = 1, 2;

fm1 = 0, 133,

fm2 = 0, 6;

Вычисление начальных моментов второго порядка числа

занятых приборов каждого типа

A∗(µi) :=
∞∫
0

e−µi·zdA(z),

smi(∞) := pi·λ
µi

+ p2i ·λ
µi
· A∗(µi)
1−A∗(µi) , i = 1, 2;

sm1 = 0, 144,

sm2 = 0, 874;

Корреляционный момент

cm12(∞) := p1·p2
µ1+µ2

·
{

A∗(µ1)
1−A∗(µ1) + A∗(µ2)

1−A∗(µ2)

}
· λ; cm12 = 0, 058;

Коэффициент корреляции

r12 := cov12√
V ar1·V ar2

= cm12(∞)−fm1(∞)·fm2(∞)√
V ar1·V ar2

; r12 = −0, 088.
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4.1.4 Программа нахождения асмптотического

распределения вероятностей числа занятых

приборов неоднородной системы GI|M(n)|∞

Согласно теореме 2.2 асимптотическая характеристическая функция
h2(u1, . . . , un) имеет вид n-мерной гауссовской (2.46) c параметрами
aT = [λ p1

µ1
, . . . , λ pn

µn
] — вектор математических ожиданий числа занятых

приборов,
K = [Kis], i, s = 1, . . . , n, гдеKii = λpi+p

2
i f0

µi
— дисперсия числа занятых

приборов i-ого типа, Kis = pipsf0
µi+µs

, i 6= s — ковариационные моменты числа
занятых приборов.

Алгоритм построения двумерного асимптотического распределения ве-
роятностей числа занятых приборов в системе отражен в таблице 4.5.

4.1.5 Программа нахождения асмптотического

распределения числа занятых приборов

неоднородной системы MAP|GI(n)|∞

Воспользуемся параметрами для задания входящего МАР-потока за-
явок из раздела 1.2.2. Рассмотрим частный случай: n = 2. Функцию Bi(x)

(i = 1, 2) распределения времени обслуживания на приборах зададим как
гамма-функцию с параметрами ξi и α, где ξi (i = 1, 2) — параметр формы,
α — параметр масштаба. Положим α = 1, ξ1 = 10, ξ2 = 20.

В разделе 3.2.2 был получен вид асимптотической характеристической
функции второго порядка числа занятых приборов системыMMPP|GI(n)|∞
с разнотипным обслуживанием (3.21). Рассмотрим неоднородную систему
с входящим МАР-потоком, в таблице 4.6 представлен алгоритм программы
построения асимптотического распределения вероятностей числа занятых
приборов в системе MAP|GI(n)|∞ при n = 2.

На рисунке 4.1 представлено асимптотическое распределение числа за-
нятых приборов в системе MAP|GI(n)|∞ c разнотипным обслуживанием.
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Таблица 4.5 – Блок нахождения асимптотического распределения вероятностей
числа занятых приборов неоднородной системы GI|M(n)|∞ для n = 2

A(x) :=


0, if x < a,

x−a
b−a , if a ≤ x < b,

1, if x ≥ b;

λ := 1∫∞
0

(1−A(x))dx;

RR(x) :=


λ · x, if x < a,

λ·(b2−a2)−λ·(x−b)2
2·(b−a) , if a ≤ x < b,

1, if x ≥ b;

Вычисление асимптотического среднего

ai := pi
µi
· λ, i = 1, 2;

a1 = 0, 133,

a2 = 0, 6;

Вычисление асимптотических моментов второго порядка

f := λ2 ·
2∫
0

(A(x)−RR(x))dx,

σ2i := p2i ·df
µi

+ λ · pi
µi
, i = 1, 2;

σ21 = 0, 116,

σ22 = 0, 148;

Асимптотический коэффициент корреляции

r := p1·p2
µ1+µ2

· f
σ1·σ2 ; r = −0, 085;

Асимптотическое распределение вероятностей

числа занятых приборов

P (l1, l2) := 1
2·π·σ1·σ2·

√
1−r2 · e

−
[

1
2·(1−r2) ·

[
(x−a1)

2

σ21
−2·r· (x−a1)(y−a2)

σ1·σ2
+

(y−a2)
2

σ22

]]
.
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Таблица 4.6 – Блок нахождения асимптотического распределения вероятностей
числа занятых приборов системы MAP|GI(n)|∞, (n = 2)

Bi(t) := pgamma(ξi · t,α), i = 1, 2;

bi :=
∫∞
0 (1−Bi(t))dt, i = 1, 2;

Вычисление среднего числа занятых приборов каждого типа

T := augment[r · (κ1 · I−B), 0],

κ1 = r ·B · e,

ai := pi · κ1 · bi, i = 1, 2;

a1 = 3, 545,

a2 = 2, 659;

Вычисление начальных моментов второго порядка числа

занятых приборов каждого типа

f := T ·MT · (M ·MT )−1,

κ2 := f · (B− κ1 · I) · e,

βi :=
∫∞
0 (1−Bi(t))

2dt, i = 1, 2,

σ2i := ai + 2 · p2i · κ2 · βi, i = 1, 2;

f = (−2, 646 2, 646),

β1 = 1, 25, β2 = 0, 5,

κ2 = 23, 81,

σ21 = 13, 069,

σ22 = 11, 23;

Коэффициент корреляции

β12 :=
∫∞
0 (1−B1(t))(1−B2(t))dt,

r := κ2 · p1 · p2 · β12

σ1·σ2 ,

β12 = 0, 75,

r = 0, 354;

Асимптотическое распределение вероятностей

числа занятых приборов

P (l1, l2) := 1
2·π·σ1·σ2·

√
1−r2 · e

−
[

1
2·(1−r2)

[
(x−a1)

2

σ21
−2·r· (x−a1)(y−a2)

σ1·σ2
+

(y−a2)
2

σ22

]]
.
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Рисунок 4.1 — Асимптотическое распределение вероятностей числа
занятых приборов системы MAP|GI(2)|∞

4.1.6 Программа нахождения асмптотического

распределения вероятностей числа занятых

приборов неоднородной системы GI|GI(n)|∞

Зададим функцию распределения длин интервалов между момента-
ми наступления событий реккурентного потока A(x) как равномерную с
параметрами a = 0, b = 2.

Функцию Bi(x), (i = 1, 2) распределения времени обслуживания на
приборах зададим как гамма-функцию с параметрами ξi, (i = 1, 2) и α, где
ξi — параметр формы, α — параметр масштаба. Аналогично предыдущему
разделу положим α = 1, ξ1 = 10, ξ2 = 20. В разделе 3.2.4 был получен
вид асимптотической характеристической функции второго порядка чис-
ла занятых приборов системы GI|GI(n)|∞ с разнотипным обслуживанием
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(3.47). Воспользуемся им для построения асимптотического распределения
вероятностей числа занятых приборов в системе GI|GI(2)|∞ (Таблица 4.7).

Таблица 4.7 – Блок нахождения асимптотического распределения вероятностей
числа занятых приборов системы GI|GI(2)|∞

λ := 1∫∞
0

(1−A(x))dx ;

Bi(t) := pgamma(ξi · t,α), i = 1, 2;

bi :=
∫∞
0 (1−Bi(t))dt, i = 1, 2;

RR(x) :=


λ · x, if x < a,

λ·(b2−a2)−λ·(x−b)2
2·(b−a) , if a ≤ x < b,

1, if x ≥ b;

Вычисление асимптотического среднего числа

занятых приборов каждого типа

ai := λ · pi · bi, i = 1, 2;
a1 = 0, 8,

a2 = 0, 6;

Вычисление асимптотических начальных моментов второго

порядка числа занятых приборов каждого типа

f := λ2 ·
2∫
0

(A(x)−RR(x))dx,

βi :=
∫∞
0 (1−Bi(t))

2dt, i = 1, 2,

σ2i := ai + 2 · p2i · f · βi, i = 1, 2;

β1 = 1, 25, β2 = 0, 5,

σ21 = 0, 667,

σ22 = 0, 48;

Асимптотический коэффициент корреляции

β12 :=
∫∞
0 (1−B1(t))(1−B2(t))dt,

r := f · p1 · p2 · β12

σ1·σ2 ;

β12 = 0, 75,

r = −0, 106;

Асимптотическое распределение вероятностей

числа занятых приборов

P (l1, l2) := 1
2·π·σ1·σ2·

√
1−r2 · e

−
[

1
2·(1−r2)

[
(x−a1)

2

σ21
−2·r· (x−a1)(y−a2)

σ1·σ2
+

(y−a2)
2

σ22

]]
.
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4.2 Имитационное моделирование систем
массового обслуживания разнотипных
заявок с произвольным временем
обслуживания

Получить распределение вероятностей для СМО с произвольным вре-
менем обслуживания в аналитическом виде не удается. Поэтому прибегают
к приближенным методам: асимптотическому методу и имитационному мо-
делированию.

В данном разделе обратимся к имитационному моделированию. В ре-
зультате имитационного моделирования рассматриваемая система заменя-
ется моделью, с достаточной точностью описывающей реальную систему, с
которой проводятся эксперименты с целью получения информации об этой
системе.

Для моделирования исследуемых систем был выбран дискретно-собы-
тийный метод моделирования,предлагающий абстрагироваться от непре-
рывной природы событий и рассматривать только основные события мо-
делируемой системы, такие, как: «поступление заявки», «окончание обслу-
живания» и другие.

4.2.1 Алгоритм имитационного моделирования

В ходе программной реализации описанная система логически разде-
лена на три части:

1. управляющая цепь Маркова с непрерывным временем,
2. поток заявок, управляемый этой цепью,
3. система обслуживания с приборами, обслуживающими заявки.
Все части реализованы на основе классов C++.
Параметры системы можно условно разделить на группы:
– параметры потока заявок;
– параметры управляющей цепи Маркова;
– параметры системы обслуживания заявок.
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Параметры потока заявок: матрица интенсивности заявок Λ, управля-
ющая цепь Маркова и матрица вероятностей D. Управляющая цепь Мар-
кова имеет единственный параметр — матрицу инфинитезимальных харак-
теристик Q = ||Qij||. Параметры системы обслуживания следующие: коли-
чество типов заявок n, их вероятности p1, . . . , pn, функции распределения
обслуживания заявок каждого типа Bi(x) (i = 1, . . . , n).

Объект класса, реализующего цепь Маркова, помимо матрицы ин-
финитезимальных характеристик хранит своё текущее состояние k. Для
MAP-потока сначала генерируется начальное состояние согласно стацио-
нарному распределению вероятностей состояний потока. Для моделирова-
ния начального состояния необходимо определить финальные вероятности
в виде одномерного массива P [k], элементы которого являются значения-
ми вероятности того, что в текущий момент времени система находится в
состоянии k . Таким образом, начальное состояние системы определяется
как дискретная случайная величина с рядом распределения P [k]. Время
нахождения в текущем состоянии каждый раз определяется как значение
экспоненциальной случайной величины с параметром −Qkk. Следующее
состояние определяется как дискретная случайная величина с набором ве-
роятностей πi = Qki/−Qkk, k, i = 1, . . . , K, k 6= i, либо πi = 0, если i = k.
При этом цепь Маркова не привязана к оси времени, а только сообщает
вызывающему объекту продолжительность нахождения в текущем состоя-
нии и следующее состояние. Помимо этого объект хранит промежуток вре-
мени, оставшийся до следующего переключения состояния цепи Маркова
tstate. На старте этот промежуток приравнивается продолжительности на-
хождения цепи в исходном состоянии. Алгоритм имитации следующий: в
текущем состоянии генерируем время нахождения в нём tstate и генерируем
заявки с промежутками времени, распределёнными экспоненциально с па-
раметром Λkk, где k — текущее состояние цепи Маркова. Как только время
очередной заявки превысило значение tstate, эту заявку игнорируем и пе-
реключаем управляющую цепь в новое состояние k′ (цепь сама определяет
своё следующее состояние). Значение tstate обновляется для нового состо-
яния цепи, с вероятностью Dkk′ генерируется переходная заявка (заявка,
поступившая во время изменения состояния цепи Маркова). Заметим, что
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поток работает с заявками, не уточняя их тип, поскольку для потока тип
заявки не имеет никакого значения.

Помимо них система хранит время поступления очередной заявки и
моменты времени завершения обслуживания всех заявок в системе, а так-
же состояние системы обслуживания — количество обслуживаемых заявок
каждого типа. На старте работы системы заявок в системе нет, время по-
ступления следующей заявки получается из объекта, реализующего по-
ток заявок. При обработке очередного события выясняется его тип: ес-
ли это заявка, то в соответствии с вероятностями определяется его тип
i (i = 1, . . . , n), вычисляется время обслуживания в соответствии с функ-
цией распределения Bi(x) и в набор добавляется событие завершения об-
служивания. Если же событие является завершением обслуживания, то
оно изымается из набора ожидаемых событий. В любом случае необходимо
обновить состояние системы.

В программе реализованы следующие случайные величины для рас-
пределения времени обслуживания заявок на приборах и распределения
длин интервалов между моментами наступления событий рекуррентного
потока:

– константа (детерминированная случайная величина),
– равномерно распределённая случайная величина,
– экспоненциальная случайная величина,
– нормально распределённая случайная величина,
– гамма-распределённая случайная величина.
Разработан удобный нтерфейс пользователя (Рисунок 4.2). На глав-

ное окно программы помещены кнопки, вызывающие дополнительные окна
настройки всех параметров системы. При изменении значений параметров
происходит автоматическая проверка корректности, некорректные значе-
ния подсвечиваются бледно-розовым цветом. Пока имеются некорректные
значения, сохранить параметры не получится. Также на главном даилого-
вом окне расположена кнопка для удобного экспорта результатов модели-
рования в программу, удобную для пользователя с точки зрения обработки
полученных статистических данных.

Таким образом, для каждого типа заявок собирается индивидуаль-
ная статистика, на основании которой рассчитываются основные числовые
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Рисунок 4.2 — Иллюстрация работы имитационной модели СМО
GI|GI(n)|∞

характеристики обслуживания (математическое ожидание, дисперсия). А
также оценивается корреляционная связь между заявками разного типа.

4.2.2 Анализ результатов, полученных с помощью

имитационного моделирования

Оценим, насколько имитационная модель отражает поведение реаль-
ной системы на примерах программ для систем MAP|M(n)|∞ и GI|GI(n)|∞
в частном случае n = 2.

Запустим программу имитационного моделирования работы СМО
GI|GI(2)|∞ несколько раз, не меняя параметры системы. Графики полу-
ченного распределения вероятностей представлены на рисунке 4.3.
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a) b)

c) d)
Рисунок 4.3 — Распределение вероятностей числа занятых приборов системы
GI|GI(2)|∞ при генерации 10000 событий.

Из рисунка 4.3 видно, что существует некоторая погрешность в ра-
боте имитационной модели, оценивать которую предлагается с помощью
расстояния Колмогорова:

∆ = max
0≤n<∞,0≤m<∞

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

m∑
j=0

(F1(i, j)− Fs(i, j))

∣∣∣∣∣ , (4.1)

где F1(i, j) — функция распределения, полученная в результате имитаци-
онного моделирования при первом запуске программы, а Fs(i, j) — при
последующих запусках.
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Для программы имитационного моделирования системы MAP|M(2)|∞
зададим следующие входные параметры:

Λ =

1 0

0 2

 , Q =

−0, 3 0, 3

0, 5 −0, 5

 , D =

 0 0, 2

0, 1 0

 .

Положим µ1 = 0, 1, µ2 = 0, 2 — параметры экспоненциального време-
ни обслуживания на приборах первого и второго типа соответственно.

Для системы GI|GI(2)|∞: длины интервалов между моментами наступ-
ления событий реккурентного потока имееют равномерную функцию рас-
пределения с параметрами a = 0, b = 2; Bi(x) (i = 1, 2) имеет гамма-
распределение с параметрами ξi (i = 1, 2) и α, где ξi — параметр формы,
α — параметр масштаба. Положим α = 1, ξ1 = 10, ξ2 = 20.

Пусть p1 = 0, 4, p2 = 0, 6 для обеих систем.
Обозначим N — количество гененрируемых событий.
В таблице 4.8 представлена область применимости результатов, полу-

ченных с помощью имитационного моделирования.

Таблица 4.8 – Область применимости результатов, полученных с помощью имита-
ционного моделирования гетерогенных СМО MAP|M(n)|∞ и GI|GI(n)|∞

MAP|M(n)|∞ GI|GI(n)|∞

N 10000 100000 10000 100000

∆ 0, 091 0, 020 0, 081 0, 009

∆ 0, 062 0, 017 0, 059 0, 012

∆ 0, 048 0, 022 0, 047 0, 015

∆ 0, 085 0, 017 0, 073 0, 02

∆ 0, 026 0, 017 0, 062 0, 013

Из результатов имитационного моделирования видно, что уже при
увеличении числа событий до 100000 отклонение разных реализаций про-
граммного модуля друг относительно друга составляет не более 3%, что
является приемлемым для практического применения.
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4.3 Выводы по главе 4

В данной главе описан разработанный комплекс программ численного
анализа и имитационного моделирования неоднородных СМО.

Разработан алгоритм вычисления допредельных значений характери-
стикгетерогенных систем MAP|M(n)|∞ и GI|M(n)|∞, позволяющая нахо-
дить математическое ожидание, дисперсию и коэффициент корреляции
для исследуемых СМО.

Разработан алгоритм, реализующий двумерную гауссовскую аппрок-
симацию процесса изменения числа занятых приборов разного типа в ис-
следуемых СМО, полученную методом асимптотического анализа в усло-
вии эквивалентного роста времени обслуживания на приборах в частном
случае n = 2.

Описан комплекс программ имитационного моделирования неоднород-
ных бесконечнолинейных систем массового обслуживания с n типами об-
служивающих приборов. Приведена оценка области применимости резуль-
татов работы разработанного программного модуля на примере имитаци-
онной модели систем MAP|M(n)|∞ и GI|M(n)|∞.

Результаты этой главы опубликованы в работах [63,64].
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Заключение
В настоящей диссертации впервые представлено исследование мате-

матических моделей немарковских бесконечнолинейных СМО с разнотип-
ным обслуживанием и специальными входящими потоками разнотипных
заявок. Разработаны новые и усовершенствованы уже имеющиеся методы
исследования. Получены формулы для стационарных вероятностных ха-
рактеристик процессов изменения числа занятых приборов разного типа в
исследуемых СМО.

Основные теоретические и практические результаты диссертационной
работы заключаются в следующем:

1. Предложены новые математические модели систем массового обслу-
живания с неограниченным числом разнотипных обслуживающих прибо-
ров, а именно: бесконечнолинейных систем массового обслуживания разно-
типных заявок вида MAP|M(n)|∞ и GI|M(n)|∞, а также бесконечнолиней-
ных немарковских СМО вида MAP|GI(n)|∞ и GI|GI(n)|∞ с разнотипным
обслуживанием.

2. Получены выражения для нахождения стационарных вероятност-
ных характеристик СМО с разнотипным обслуживанием заявок случайных
входящих потоков в случае экспоненциального времени обслуживания.

3. Разработана модификация метода многомерного просеивания для
исследования немарковских СМО с разнотипным обслуживанием заявок
случайных потоков в случае произвольного времени обслуживания.

4. Предложено развитие метода асимптотического анализа в условии
эквивалентного роста времени обслуживания на приборах для исследова-
ния СМО с разнотипным обслуживанием заявок случайных потоков в слу-
чае экспоненциального и произвольного времени обслуживания, а также
метода асимптотического анализа в условии предельно редких изменений
состояний управляющей входящим МАР-потоком цепи Маркова для си-
стем с экспоненциальным временем обслуживания.

5. Сделаны выводы об области применимости полученных асимптоти-
ческих результатов, то есть, показано, что при увеличении времени обслу-
живания асимптотические результаты приближаются к результатам, полу-
ченным аналитически в допредельной ситуации.
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6. Разработан комплекс программ для имитационного моделирования
и численного анализа бесконечнолинейных СМО с разнотипным обслужи-
ванием.

Предложенные в диссертации модели позволяют расширить класс из-
вестных моделей в виде систем массового обслуживания с неограниченным
числом обслуживающих приборов и могут быть применены для анализа ха-
рактеристик реальных объектов в различных предметных областях. Раз-
работанные методы позволяют расширить круг решаемых задач и могут
быть модифицированы для исследования других классов моделей.
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